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論文要旨

重みと入出力が全て実数の多層パーセプトロン（MLP: Multi-Layer Perceptron）は，隠

れユニットが十分あれば任意の非線形の回帰や分類問題を解けるため，関数近似やデータ

マイニング，画像認識などに幅広く応用されている．しかし，実MLPの重みが形成する

探索空間には，勾配がゼロの連続領域である特異領域が多数存在し，学習が停滞してしま

う問題がある．そのため，BP(back propagation)よりも強力な，準 Newton 法の一種の

BPQ(BP based on Quasi-Newton) を用いても，常に良質の解が得られるとは限らない．

本稿では，まず，実MLPを対象に，学習が停滞する特異領域を逆に利用する探索法で

ある特異階段追跡法（SSF: singularity stairs following）を提案する．隠れユニットが J個

の実MLP(実MLP(J)) の特異領域は実MLP(J-1) の最適解に可約性写像を適用すると形

成される．特異領域上のほとんどの点は降下ルートが存在する鞍点であり，特異領域上の

実MLP(J) の入出力は実MLP(J-1) の最適解と等価である．この性質を利用して特異領

域から探索空間を降下すれば，SSFは隠れユニットの増加に伴って訓練誤差を単調減少さ

せられる．初期に作った SSF1.2を用いた計算機実験では， BPや BPQよりも安定して

良質の解が得られた．しかし，SSF1.2には隠れユニットの増加に伴って処理時間が大幅

に増加する傾向があったため，探索枝刈り手法を導入した SSF1.3を提案した．また，特

異領域上のHesse行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数に上限を設定する

手法により一層高速化した SSF1.4を提案した．計算機実験では，SSF1.4により，従来法

よりも 2～5倍高速に，かつ安定して良質の解が得られた．

次に，重みと入出力が全て複素数である複素MLPは実MLPにない周期性学習などの

特長を有するため，様々な応用が期待される．しかし，実MLPと同様，勾配がゼロの特

異領域や局所最適解が多数存在するため，常に良質の解が得られるとは限らない．そこ

で，複素MLP の探索法として，SSF1.2, SSF1.3, SSF1.4をそれぞれ複素MLPに拡張し

た C-SSF1.0, C-SSF1.1, C-SSF1.3を提案した．計算機実験では，C-SSF1.3を用いれば，

従来法よりも常に高速かつ安定して良質の解が得られた．

最後に，決定論的カオス挙動を示すローレンツ方程式と 2 重振り子から生成される時系

列データを用い，SSF1.4とC-SSF1.3を評価する計算機実験を行った．従来法では学習性

能に限界があり，良質の解が得られず，予測性能も劣悪であったが，SSF1.4とC-SSF1.3

では訓練誤差が単調減少し，ローレンツ方程式から生成される時系列を共に精度良く予測

できた．2重振り子の実験では，1ステップ先の予測は共に良い精度であったが，フリー

ラン予測ではC-SSF1.3のみが良好であった．
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第1章 序論

本章では，本論文の研究背景及び研究目的，本論文の構成について述べる．

1.1 研究背景

重みと入出力が全て実数の多層パーセプトロン（MLP: Multi-Layer Perceptron）は，理

論上，隠れユニットが有限個あれば任意の非線形の問題を解ける [6]ため，関数近似やデー

タマイニング，画像認識など，幅広く応用されている．本論文では，重みと入出力が全て

実数のMLPと，重みと入出力が全て複素数の複素MLPを用いる．ここでは複素MLPと

区別するため，重みと入出力が全て実数のMLPを実MLPと呼ぶ．

実MLPの探索法としては勾配を用いて探索する BP(back propagation)[21]や勾配と

Hesse行列の逆行列の近似を用いて探索する準Newton法の一種のBPQ(Back Propagation

based on Quasi-Newton) [22]などがある．本論文の計算機実験でも示すように，BPQは

BPよりも効率的に探索空間を降下できる．

しかし，実MLPの重みが形成する探索空間には局所最適解が多数存在する [4]問題があ

る．これは，隠れユニット群の並びや，活性化関数として用いられるシグモイド関数など

の性質が一因である [27]が，それらを排除したとしても，複数の局所最適解が存在すると

される．そのため，BPQを用いたとしても常に良質の解が得られるとは限らず，初期値

を変えながら探索を複数回繰り返し，その中で最小の解を選択する方策が採られることが

多い．しかし，初期値をどのように設定し，何回繰り返せば良いか現在でも定説はない．

また，実MLPの探索空間には勾配がゼロの連続領域である特異領域が存在する [5]．特
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1.2. 研究目的

異領域は勾配がゼロであるため，探索が停滞してしまうことが知られている．探索空間

にはこのような特異領域や Hesse行列の条件数が大きい領域に満ちていることが指摘さ

れ [7]，実験的にも BPQの探索では探索空間の条件数が 1015を超えるような空間を通る

ことが報告されている [23]．そのため，特異領域を回避する方法が提案されてきた [1, 2]

が，もし回避できたとしても，その先良質の解を得られる保証はない．そのため，常に安

定して良質の解が得られる探索法が求められている．

複素MLPは複素数の情報を自然に扱える上，実MLPにない特長を有するため，様々

な応用が期待されている [8]．複素MLPの活性化関数は，複素数をそのまま入力する fully

complex型と，複素数を実部と虚部に分けてからシグモイド関数などに入力する split com-

plex型があるが，本稿では複素数をそのままシグモイド関数に入力する fully complex型

の活性化関数 [10, 11]を用いる．この活性化関数は振幅が可変な周期関数など，複雑な関

数をたった一つの隠れユニットで表現できるため，うまく学習すれば強力なモデルとなり

える．

複素MLPを学習する方法としては，探索空間の勾配を用いる複素パックプロパゲーショ

ン法（C-BP）[16, 17]や，勾配とHesse行列の逆行列の近似を用いる準Newton法の一種

の複素BFGS（C-BFGS）[28]などがある．C-BFGSはC-BPよりも効率良く探索空間を

降下できるが，複素MLPの探索空間には，実MLPと同様，勾配がゼロの特異領域や局

所最適解が多数存在する問題がある [18]．そのため，C-BFGSを用いたとしても常に良質

の解が得られるとは限らず，実MLPと同様，常に安定して良質の解が得られる探索法が

求められている．

1.2 研究目的

本稿では，学習が停滞する特異領域を回避するのではなく，逆に利用する探索法である

特異階段追跡法（SSF: singularity stairs following）1.2 を提案する．隠れユニットが J個

の実MLP(実MLP(J))の特異領域は実MLP(J 1)の最適解に可約性写像を適用すると

形成される [5]．可約性写像により形成される特異領域上のほとんどの点は降下するルー

トが存在する鞍点である．また，このように形成された特異領域上の実MLP(J)の入出力

は実MLP(J 1)の解と等価である．これらの性質を利用し，SSF1.2では実MLP(J 1)

の最適解に可約性写像を適用して形成した実MLP(J)の特異領域から探索空間を降下す

る．そのため，SSF1.2は隠れユニットの増加に伴って訓練誤差が単調減少させることが
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1.3. 論文構成

できる．

しかし，探索空間の次元数は隠れユニットの増加に伴って増加し，その分特異領域も増

えるため，隠れユニットの増加に伴って処理時間が増大する問題がある．そのため，現在

の探索が以前の探索経路と合流する場合は現在の探索を枝刈りする手法を導入したSSF1.3

を提案する．

更に，特異領域上のHesse行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数の上限

を設定する手法により一層高速化した SSF1.4 を提案する．SSF1.4では，初期値をランダ

ムに設定し複数回探索する従来の方法よりも高速に，かつ安定して良質の解が得られるこ

とが期待できる．計算機実験では人工データ一種と実データ一種を用いて提案法を評価

する．

複素MLPの探索法としては，SSF1.2, SSF1.3, SSF1.4をそれぞれ複素MLPに拡張し

たC-SSF1.0 , C-SSF1.1, C-SSF1.3を提案する．C-SSF1.3は SSF1.4と同様，従来法より

も高速に，かつ安定して良質の解が得られることが期待できる．計算機実験では，複素

MLPから生成した人工データと対数螺旋の線形和から生成した人工データを用いて提案

法を評価する．

また，ある系の状態遷移規則が決定論的であるにも関わらず，複雑な挙動を生み出す現

象は決定論的カオスと呼ばれる [9]．本論文では，決定論的カオス挙動を示すローレンツ

方程式 [13]と 2重振り子 [26]から生成される時系列データの予測を，SSF1.4とC-SSF1.3

により得られた解を用いて行い，SSF1.4とC-SSF1.3を評価する計算機実験も行う．

1.3 論文構成

本論文は以下のような構成である．

第 2章では入出力と重みが全て実数の実多層パーセプトロンについて述べる．特に第 4

章で提案する SSFにおいて重要となる実MLPの特異領域に重点を置く．

第 3章では入出力と重みが全て複素数の複素多層パーセプトロンについて述べる．複素

MLPの学習では勾配を用いるため，非正則である目的関数を複素数の重みで微分する必

要がある．本論文では勾配をWirtinger微分を用いて勾配を求めるため，Wirtinger微分

についても述べる．また，第 5章で提案するC-SSFにおいて特に重要となる複素MLPの

特異領域についても述べる．

第 4章では，学習が停滞する特異領域を逆に利用した SSF1.2を提案する．その後，探
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1.3. 論文構成

索枝刈り手法を SSF1.2に導入して高速化した SSF1.3を提案する．更に，特異領域上の

Hesse行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数の上限を設定する手法により

一層高速化した SSF1.4を提案する．評価実験で用いるデータとしては人工データ一種と

実データ一種とする．

第 5章では，実MLPの探索法である SSF1.2, SSF1.3, SSF1.4をそれぞれ複素MLPの

学習に拡張した C-SSF1.0, C-SSF1.1, C-SSF1.3を提案する．評価実験で用いるデータと

しては，複素MLPから生成した人工データと対数螺旋の線形和から生成した人工データ

を用いる．

第 6章では，第 4章で提案した SSF1.4と第 5章で提案したCSSF1.3を用い，決定論的

カオス挙動を示すローレンツ方程式 [13]と 2重振り子 [26]から生成される時系列データの

時系列の予測を行う．

最後の第 7章では，本論文のまとめと今後の展望について述べる．
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第2章 実多層パーセプトロン(実MLP)

この章では重みと入出力が全て実数のMLPについて説明する．実数のMLPは分類問題

や回帰問題を解くことができ，理論上どのような関数も有限の隠れユニット数で分類，近

似できる [6]．本論文では簡単のため出力ユニットは一つとする．また第 3章で説明する

複素数のMLPと区別するため，ここでは実数のMLPを実MLPと呼ぶこととする．

図 2.1: 多層パーセプトロン（バイアス有り）
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2.1. MLP

2.1 MLP

MLP x(= (x0, x1,×××, xK)
T)

θ }w0, wj,wj(= (wj0, wj1,×××, wjK)
T), j = 1,×××, J | h

T

f(x;θ) = w0 +
Ĵ

j=1

wjh wT
j x

∣
(2.1)

σ(a) ≤ 1

1 + exp( a)
(2.2)

2.2 MLP

2.2.1

2

}(xμ, yμ), μ = 1,×××, N | 2

E(θ) =
1

2

N̂

μ=1

(f(xμ;θ) yμ)2 (2.3)

2.2.2 BP

BP(back propabation) [21]

BP

θ(t+1) → θ(t) ηg(t), g(t) ≤ ∂E(θ(t))

∂θ(t)
(2.4)

η( ) 2.3.1
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2.2. MLP

2.2.3 Newton

BP 2.3.1

Newton

2 Hesse

E(θ) θ(t) 2 Taylor

E(θ)←E(θ(t)) + g(t)T(θ θ(t)) +
1

2
(θ θ(t))TH(t)(θ θ(t)), H (t) ≤ ∂2E(θ(t))

∂θ(t)∂θ(t)T
(2.5)

θ

θ = θ(t) H (t)−1g(t) (2.6)

Newton

θ(t+1) → θ(t) H(t)−1g(t) (2.7)

Newton Hesse

Hesse

2.2.4 Newton

Newton Hesse [25] Hesse

BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno method)

BFGS Δg(t) = g(t+1) g(t) Δθ(t) = θ(t+1) θ(t)

G(t+1) = Gt +

)
1 +

Δg(t)TGtΔg(t)

Δg(t)TΔθ(t)

⎛
Δθ(t)Δθ(t)T

Δg(t)TΔθ(t)

Δθ(t)Δg(t)TGt +ΔGtΔg(t)Δθ(t)T

Δg(t)TΔθ(t)
(2.8)

G(t) G(0)
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2.2. 実MLPの学習法

■ BPQ

Hesse行列の逆行列を小メモリ BFGSで近似し，直線探索を以下の 2.2.5で説明する 2

次のTaylor展開を用いて求める方法をBPQ(Back Propagation based on Quasi-Newton)

と呼ぶ [22]．第 4, 6章の計算機実験では小メモリ BFGSではなく，式 (2.8)を用いるが，

単にBPQと呼ぶこととする．

2.2.5 直線探索

BPなどの探索法では探索幅 ηの値を固定する方法では誤差が増加する場合がある．そ

のため，以下では探索方向に直線探索を行って適切な ηを求めることを考える．ここで，

BP，準Newton法の探索方向 d(t)はそれぞれ g(t), G(t)g(t)である．以下ではバックト

ラッキング法 [19]と 2次の Taylor展開により近似して最適探索幅を求める方法 [22]を説

明する．

■ バックトラッキング法

バックトラッキング法の処理手順を以下に示す．

バックトラッキング法の処理の流れ

1: η(0)を 0以上の値に設定し，tη = 0とする．

2: 終了条件を満たしたら処理を終了する．

3: η(tη+1) → αη(tη), tη → tη + 1とし，2へ移動する．

本論文では一貫して η(0) = 1, α = 0.5とし，終了条件はE(θ(t) + η(tη)d(t)) < E(θ(t)) と

なるか，η(tη)が 10−16以下となったときとした．

■ 2次のTaylor展開

ここでは，2次のTaylor展開により近似して最適探索幅を求める方法 [22]を考える．現

在点w(t)の d(t)方向の探索空間を ψ(η) ≤ E(θ(t) + ηd(t))とし，ψ(η)を η = 0周りで 2次

8



2.3. MLP

Taylor

ψ(η)←ψ(0) + ψ′(0)η +
1

2
ψ′′(0)η2, ψ′(η) ≤ dψ(η)

dη
, ψ′′(η) ≤ d2ψ(η)

dη2
(2.9)

η

η =
ψ′(0)
ψ′′(0)

(2.10)

η ψ′′(0)

2 MLP

η

2.3 MLP

MLP MLP

2.3.1

MLP 2.3.3 Hesse 0

c λ1, λ2,×××, λM Hesse \λ1\≈
\λ2\≈ ×××≈ \λM\ M

c =
\λ1\
\λM\ (2.11)

2.2 BP

2.3.2

MLP 2.3

MLP
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2.3. MLP

(a) BP (b) Newton

2.2:

2.3.3

MLP

J MLP

J 1 MLP

[5]

J MLP MLP(J) θ
(J−1)

=

}u0, uj,uj, j = 2,×××, J | MLP(J 1) θ
(J−1)

∂E(θ
(J−1)

)

∂θ
(J−1) = 0 (2.12)
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2.3. 実MLPの問題点

θ

E

図 2.3: 局所最適解の概念図

E

図 2.4: 特異領域の概念図
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2.3. MLP

j = 2,×××, J

∂E(θ
(J−1)

)

∂u0

=
N̂

μ=1

(f(xμ;θ
(J−1)

) yμ) = 0

∂E(θ
(J−1)

)

∂uj

=
N̂

μ=1

(f(xμ;θ
(J−1)

) yμ) h(uT
j x

μ) = 0

∂E(θ
(J−1)

)

∂uj

= uj

N̂

μ=1

(f(xμ;θ
(J−1)

) yμ) h′(uT
j x

μ) xμ=0

α, β, γ 3 θ
(J−1)

Θ
(J)

α ,Θ
(J)

β ,Θ
(J)

γ [15]

θ
(J−1) α∈ Θ

(J)

α , θ
(J−1) β∈ Θ

(J)

β , θ
(J−1) γ∈ Θ

(J)

γ

Θ
(J)

α ≤ }θ(J)\w0=u0, w1=0, wj=uj,wj=uj, j=2,×××, J | (2.13)

Θ
(J)

β ≤ }θ(J)\w0+w1g(w10)=u0,w1=(w10, 0,×××, 0)T,
wj=uj,wj = uj, j=2,×××, J | (2.14)

Θ
(J)

γ ≤ }θ(J)\w0=u0, w1 + wm=um,w1=wm=um,

wj=uj,wj=uj, j { }2,×××, J | √}m| | (2.15)

m = 2,×××, J
Θ

(J)

α ,Θ
(J)

β ,Θ
(J)

γ θ(J) θ
(J−1)

θ(J) θ
(J−1)
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2.3. MLP

∂E(θ
(J)

)

∂w0

=
̂
μ

(f(xμ;θ
(J)

) yμ) = 0 (2.16)

∂E(θ
(J)

)

∂w1

=
̂
μ

(f(xμ;θ
(J)

) yμ) h(wT
1 x

μ) = 0 (2.17)

∂E(θ
(J)

)

∂wj

=
̂
μ

(f(xμ;θ
(J)

) yμ) h(wT
j x

μ) = 0, (2.18)

∂E(θ
(J)

)

∂w1

= w1

̂
μ

(f(xμ;θ
(J)

) yμ) h′(wT
1 x

μ) xμ = 0 (2.19)

∂E(θ
(J)

)

∂wj

= wj

̂
μ

(f(xμ;θ
(J)

) yμ) h′(wT
j x

μ) xμ = 0 (2.20)

Θ
α

J ,Θ
β

J ,Θ
γ

J f(xμ;θ(J)) = f(xμ;θ
(J−1)

) h(wT
j x

μ) = h(uT
j x

μ),

j = 2,×××, J (2.16), (2.18), (2.20) (2.17), (2.19)

(1) Θ
α

J w1 (2.17)

(2) Θ
β

J h(wT
1 x

μ) = h(w10) μ (2.17)

(2.19) w1 = 0

Θ
(J)

α Θ
(J)

β w10

Θ
(J)

αβ

w0 = u0, w1 = 0, w1 = (w10, 0,×××, 0)T

wj = uj, wj = uj, j = 2,×××, J (2.21)

(2) Θ
(J)

γ h(wT
1 x

μ) = h(uT
mx

μ) (2.17), (2.19)

Θ
(J)

γ

w1 + wm = um (2.22)

Θ
(J)

αβ ,Θ
(J)

γ
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2.3. 実MLPの問題点

んどの点は Hesse行列の固有値に負を含むため鞍点である [5]．図 2.5, 2.6に入力数が 2,

J = 2の実MLPの解にαβ写像を適用したときと，γ写像を適用したときの様子を示す．
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図 2.5: αβ写像を実MLP(J = 2)に適用した例
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2.3. 実MLPの問題点
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図 2.6: γ写像を実MLP(J = 2)に適用した例
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3

( MLP)

MLP MLP

MLP [8]

2 1

3.1 MLP

1 MLP x(= (x0, x1,×××, xK)
T)

θz }w0, wj,wj(= (wj0, wj1,×××, wjK)
T), j = 1,×××, J | h

T

f(x;θz) = w0 +
Ĵ

j=1

wjh wT
j x

∣
(3.1)

MLP

3.1.1 MLP

MLP fully

complex split com-
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3.1. MLP

plex

fully complex [10, 11] c = a+ ib, i = 1

σ(c) =
1

1 + e−c
=

1 + e−a cos b+ ie−a sin b
1 + 2e−a cos b+ e−2a

(3.2)

3.1
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3.2. MLP

3.2 MLP

MLP

}(xμ, yμ), μ = 1,×××, N |

Ec =
N̂

μ=1

δμδμ, δμ ≤ f(xμ;θz) yμ (3.3)

(3.3) Wirtinger [3] Hesse

3.3 Wirtinger

MLP (3.3)

0

[24]

Er =
1

2

N̂

μ=1

δμ + δμ
∣ 2

(3.4)

3.3 Wirtinger Hesse

(3.3), (3.4) Wirtinger [3]

Hesse Wirtinger

c z r θc,θz,θr θc,θz,θr

θx = Re(θz),θy = Im(θz), z z I

θc
T=

)
θz

T,θz
T
(
, θz

T=(I, iI)θr, θr
T= θx

T,θy
T
∣

(3.5)

Wirtinger z z f
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3.3. Wirtinger Hesse

f = f(z, z) ∂
∂a = ( ∂

∂a1
, ∂
∂a2

,×××)T

gz =
∂f

∂θz

=
1

2

)
∂f

∂θx

i
∂f

∂θy

(
, gz =

∂f

∂θz

=
1

2

)
∂f

∂θx

+ i
∂f

∂θy

(
(3.6)

gr =
∂f

∂θr

= 2

)
Re

)
∂f

∂θz
T

⎛
, Im

)
∂f

∂θz
T

⎛⎛T

(3.7)

gc=
∂f

∂θc

=

)
∂f

∂θz
T
,

∂f

∂θz
T

⎛T

(3.8)

c Hesse Hcc r Hesse Hrr aH =

aT

Hrr = JHHccJ , J =

⎞⎠ I, iI

I, iI

⎧⎜ (3.9)

Hrr=
∂2f

∂θr∂θr
T
, Hcc=

∂2f

∂θc∂θc
H
=

⎞⎠Hzz , Hzz

Hzz , Hzz

⎧⎜ (3.10)

Hzz =
∂2f

∂θz∂θz
H
, Hzz =

∂2f

∂θz∂θz
H
, (3.11)

Hzz =
∂2f

∂θz∂θz
H
, Hzz =

∂2f

∂θz∂θz
H

(3.12)

r, z, c θz
(t) Taylor

f(θr) ←f(θr
(t)) + gr

(t)T(θr θr
(t)) +

1

2
(θr θr

(t))TH
(t)
rr(θr θr

(t)) (3.13)

f(θz) ←f(θz
(t)) + 2Re

)
gz

(t)T(θz θz
(t))

(
+

Re
)
(θz θz

(t))HH
(t)

zz(θz θz
(t)) + (θz θz

(t))HH
(t)

zz(θz θz
(t))

(
(3.14)

f(θc) ←f(θc
(t)) + gc

T(θc θc
(t)) +

1

2
(θc θc

(t))HH
(t)

cc(θc θc
(t)) (3.15)

Hrr Hcc Hermite

Hrr Hcc 2 Hrr Hcc

5 Hrr
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3.4. 複素MLPの学習法

3.4 複素MLPの学習法

複素MLPを学習する方法としては，探索空間の勾配を用いる複素パックプロパゲーショ

ン法（C-BP）[16, 17]や，勾配とHesse行列の逆行列の近似を用いる準Newton法の一種

の複素 BFGS（C-BFGS: Complex-valued Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno）[28]など

がある．複素MLPの学習においても，実MLPと同様，本論文では全てバッチ型とする．

3.4.1 C-BP

C-BPでは，実MLPのBPと同様，探索空間の勾配を用いる．C-BPの重みの更新式を

以下に示す．

θz
(t+1) → θ(t) ηg(t), g(t) ≤ ∂E(θ(t))

∂θ(t)
(3.16)

BPと同様，学習率 ηは定数とする方法や徐々に小さくする方法などがあるが，本稿では

2.2.5で説明したバックトラッキング法を用いて直線探索を行う．

3.4.2 C-BFGS

C-BFGSとしては，r表現の複素MLPの重みにBFGSを適用する方法 [28]と，c表現

の重みに BFGSを適用する方法がある [20]．本稿では前者の方法を採る．そのため，式

(2.8)のBFGS法の更新式をそのまま適用できる．また，直線探索としてはバックトラッ

キング法を用いる．

3.5 複素MLPの特異領域

複素MLPの探索空間上にも，実MLPと同様，特異領域が存在する．複素MLPの特異

領域においても隠れユニット数が J 1個の複素MLPの最適解に可約性写像を適用して

形成された特異領域のほとんどが鞍点であることが示されている [18]．
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3.5. MLP

J MLP MLP(J) MLP

3 α, β, γ MLP(J 1) z

θ
(J−1)
z = }u0, uj,uj, j = 2,×××, J |
Θ

(J)

α , Θ
(J)

β , Θ
(J)

γ [15] Θ
(J)

α ,Θ
(J)

β ,Θ
(J)

γ z

θ
(J−1)
z

α∈ Θ
(J)

α , θ
(J−1)
z

β∈ Θ
(J)

β , θ
(J−1)
z

γ∈ Θ
(J)

γ

Θ
(J)

α ≤}θz
(J)\w0=u0, w1=0, wj=uj,wj=uj, j=2,×××, J | (3.17)

Θ
(J)

β ≤}θz
(J)\w0+w1g(w10)=u0,w1=(w10, 0,×××, 0)T,

wj=uj,wj = uj, j=2,×××, J | (3.18)

Θ
(J)

γ ≤}θz
(J)\w0=u0, w1 + wm=um,w1=wm=um,

wj=uj,wj=uj, j { }2,×××, J | √}m| | (3.19)

m = 2,×××, J
Θ

(J)

α ,Θ
(J)

β ,Θ
(J)

γ

θz
(J) θ

(J−1)
z θz

(J) θ
(J−1)
z

(1) Θ
(J)

α Θ
(J)

β w10 w10 2

Θ
(J)

αβ

w0 = u0, w1 = 0, w1 = (w10, 0,×××, 0)T

wj = uj, wj = uj, j = 2,×××, J (3.20)

(2) Θ
(J)

γ

w1 + wm = um (3.21)

2
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第4章 特異階段追跡法（SSF）

第 2章で説明したように，可約性写像により形成される特異領域上のほとんどの点は降下

するルートが存在する鞍点である．この性質を利用し，実MLPの学習が停滞する特異領

域を回避するのではなく，逆に利用する探索法である特異階段追跡法（SSF: singularity

stairs following）1.2 を 4.1で提案する．この方法は隠れユニットが J 1個の実MLP(実

MLP(J 1))の最適解に可約性写像を適用して形成した実MLP(J)の特異領域から探索空

間を降下する．このように形成された特異領域上の実MLP(J)の入出力は実MLP(J 1)

の解と等価であるため，SSF1.2は隠れユニットの増加に伴って訓練誤差が単調減少させ

ることができる．

しかし，探索空間の次元数は隠れユニットの増加に伴って増加し，その分特異領域も増

えるため，隠れユニットの増加に伴って処理時間が増大する問題がある．そのため 4.2で

は，現在の探索が以前の探索経路と合流する場合は現在の探索を枝刈りする手法を導入し

た SSF1.3を提案する．

更に 4.3では，特異領域上のHesse行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索

数の上限を設定する手法により一層高速化した SSF1.4を提案する．

4.1 SSF1.2

SSF1.2では，図 4.1に示すように，実MLP(J 1)の探索で得られた解に可約性写像を

適用して形成した特異領域から実MLP(J)の探索を行う．
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4.1. SSF1.2
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図 4.1: SSF1.2の処理の概念図

23



4.1. SSF1.2
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図 4.2: 特異領域上の固有ベクトルの概念図（固有ベクトルは実際には直交している．）

以下ではまず特異領域から探索する方法について説明する．

4.1.1 特異領域からの探索

特異領域は勾配がゼロであるため，従来の勾配を利用した探索法では探索を開始する

ことが出来ない．そこで，最初の重みの更新のときのみHesse行列の固有ベクトルを利用

した固有ベクトル降下（EVD: EigenVector Descent）法 [23] を用いることを考える．特

異領域上の点の Hesse行列の固有ベクトルの概念図を図 4.26に示す．これらの固有ベク

トルの中で，負の固有値に対応する固有ベクトルは，特異領域から降下する方向であるた

め，その方向に重みを更新することで探索を開始できる．以下の計算機実験では固有ベク

トル方向への探索幅は 2.2.5で説明したバックトラッキング法を用いて決定した．
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4.1. SSF1.2

4.1.2 SSF1.2

SSF1.2 Jmax

SSF1.2

1: 0 MLP w
(0)
0 → 1/N

∑N
μ=1 y

μ

2: for J = 1,×××, Jmax do

3: MLP(J 1)

Hesse

4: Step 3

5: end for

Step 3 Θ
αβ

J Θ
γ

J Θ
αβ

J

MLP(J 1) }w(J−1)
0 ,

w
(J−1)
j , w

(J−1)
j , j = 1,×××, J 1| , MLP(J) }w(J)

0 , w
(J)
j ,w

(J)
j , j = 1,×××, J |

w
(J)
0 →w

(J−1)
0 , w

(J)
1 →0,w

(J)
1 →(p, 0,×××, 0)T,

w
(J)
j →w

(J−1)
j−1 , wj→w

(J−1)
j−1 , j=2,×××, J

p = 1, 0, 1 3 Θ
γ

J m =

2,×××, J

w
(J)
0 → w

(J−1)
0 , w

(J)
1 → q • w

(J−1)
m−1 , w(J)

m → (1 q) • w
(J−1)
m−1 ,

w
(J)
1 → w

(J−1)
m−1 , w(J)

m → w
(J−1)
m−1 , w

(J)
j → w

(J−1)
j−1 , wj→w

(J−1)
j−1 , j { }2,×××, J | √}m|

q = 0.5, 1.0, 1.5 3 • (J 1)

Step 4
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4.1. SSF1.2

4.1.3 計算機実験

提案した SSF1.2の性能を活性化関数がシグモイド関数の実MLPを用いて評価した．

データとしては人工データ 1種，実データ 1種を用いた．比較する従来法は，2.2で説明

した初期重みをランダムに設定した直線探索付き BPと準Newton法の一種の BPQとし

た．BPとBPQの探索の初期重みは全て区間 ( 1,+1)の中からランダムに選択し，各 J

で 100回の探索を行った．各探索の終了条件は，重み更新回数が 1万回を超えるか，探

索幅が 10−16以下となった場合とする．プログラミング言語にはMATLAB R2014aを用

いた．
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4.1. SSF1.2

MLP
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4.1. SSF1.2
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図 4.3: BP, BPQ, SSF1.2の訓練誤差（人工データ）

表 4.1: BP, BPQ, SSF1.2の合計処理時間（人工データ）

BP BPQ SSF1.2

合計処理時間（hr:min:sec） 04:02:19 05:33:31 11:19:07

J = 15以降 SSF1.2よりも大きく，テスト誤差は J = 22のとき最小となったが，SSF1.2

に比べて不安定な動きを示した．これは，BPQでは初期値を乱数で決めるため，訓練誤

差の値が近かったとしても重みの値が大きく異なることがあることが原因と考えられる．

逆に SSF1.2のテスト誤差は安定していることがわかる．SSF1.2のテスト誤差は J = 18

のとき最小となり，BPQにより得た最小テスト誤差よりも小さいテスト誤差の解を得た．

データを生成した実MLPは J = 22であったが，SSF1.2のテスト誤差は J = 22のとき

最小とならなかった．これは幾つかの隠れユニットが冗長な働きをしていることが原因と

考えられる．

図 4.5, 4.6に各 Jでの処理時間と重み更新平均回数を，表 4.1に合計処理時間を，図 4.7

に SSF1.2の探索数を示す． BPの重み更新平均回数は常に 1万回となった．BPQは隠れ

ユニットの増加に伴って重み更新平均回数が増加する傾向があったが，SSF1.2は重み更

新平均回数が J = 3以外は 4千回以下となった．これは SSF1.2では実MLP(J 1)の解に

可約性写像を適用して形成された特異領域から探索するため，探索の開始点が実MLP(J)

の解に近いためと考えられる．しかし，SSF1.2は最も時間が掛かった．これは SSF1.2の
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図 4.4: BP, BPQ, SSF1.2のテスト誤差（人工データ）

探索数が隠れユニットの増加に伴って増加する傾向があったためと考えられる．

■ 実データを用いた実験

実データとしては UCI ML Repositoryより入手 Parkinson telemonitoringデータを用

いた [12]．サンプル数は 5875あり，発声測定値などの 18入力変数から，パーキンソン病

の階級（motor UPDRS）を推定する．訓練データとしては全データを 10分割し，その内

9セグメントを用い，残りの 1セグメントをテストデータとして用いた．隠れユニットの

最大数は 9とした．

図 4.8, 4.9に各 Jでの各探索法の最小の訓練誤差とそのときのテスト誤差を示す． BP

では隠れユニットを増加してもほとんど訓練誤差が減少しなかった．BPQと SSF1.2の

訓練誤差とテスト誤差は隠れユニットの増加に伴って単調減少したが，J = 8, 9のときは

SSF1.2が最も小さい訓練誤差とテスト誤差の解を得た．

図 4.10, 4.11に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 4.2に合計処理時間を，図

4.12に SSF1.2の探索数を示す． BPの重み更新平均回数は，人工データを用いた実験と

同様，常に 1万回となった．BPQと SSF1.2の重み更新平均回数は人工データの実験と比

べて多い傾向があった．処理時間はBPとBPQでも隠れユニットの増加に伴って増加し

たが，SSF1.2ではより大幅に処理時間が増加した．これは，人工データを用いた実験と
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図 4.5: BP, BPQ, SSF1.2の処理時間（秒）（人工データ）

表 4.2: BP, BPQ, SSF1.2の合計処理時間（実データ）

BP BPQ SSF1.2

合計処理時間（hr:min:sec） 02:39:43 03:19:00 17:14:58

同様，SSF1.2の探索数が隠れユニットが増加に伴って増加する傾向があったためと考え

られる．

4.1.4 考察

4.1では実MLP(J 1)の最適解に可約性写像を適用して形成した特異領域から実MLP(J)

の探索を開始する SSF1.2を提案した．初期重みをランダムに設定しBPやBPQを用いて

解を探索する方法では隠れユニットを増やしても訓練誤差が減少しないことがあったが，

SSF1.2は隠れユニットの増加に伴って訓練誤差を単調減少させ，安定して良質の解を得

ることができた．しかし，隠れユニットの増加に伴って処理時間が増大する傾向があった．
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図 4.6: BP, BPQ, SSF1.2の重み更新平均回数（人工データ）
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図 4.7: SSF1.2の探索数（人工データ）
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図 4.8: BP, BPQ, SSF1.2の訓練誤差（実データ）

2 4 6 8
10

1

10
2

10
3

 T
es

t 
er

ro
r

J

 

 

BP

BPQ

SSF1.2

図 4.9: BP, BPQ, SSF1.2のテスト誤差（実データ）
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図 4.10: BP, BPQ, SSF1.2の処理時間（秒）（実データ）
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図 4.11: BP, BPQ, SSF1.2の重み更新平均回数（実データ）
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4.1. SSF1.2
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図 4.12: SSF1.2の探索数（実データ）
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4.2. SSF1.3
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図 4.13: 探索枝刈りの概念図

4.2 SSF1.3

SSF1.2は実MLP(J 1)の最適解に可約性写像を適用して形成された特異領域から探

索空間を降下するため，訓練誤差を単調に減少させられる．しかし，隠れユニットの増加

とともに探索空間の次元が増え，特異領域も増えるため，全ての特異領域から探索すると

処理負荷が増大してしまう．そこで，現在の探索が以前の探索経路と合流する場合は現在

の探索を枝刈りする手法を SSF1.2に導入した SSF1.3を提案する．

4.2.1 探索枝刈りによる高速化

探索枝刈り処理では，図 4.13に示すように，現在の探索が以前と同じ探索経路に合流

したかどうかを判定し，合流したと判定した場合はその探索を枝刈りする．SSF1.2は特

異領域上の複数の点から複数方向へ探索を行うため，探索枝刈りにより，処理時間の大幅

な削減が期待できる．
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4.2. SSF1.3

θ(t) φ(i) d

dm →
⎩⎝⎨

((( 1

θ
(t−1)
m

((((1 < \θ(t−1)m \)
1 (\θ(t−1)m \≥ 1)

(4.1)

v(t) → diag(d) θ(t) (4.2)

v(t−1) → diag(d) θ(t−1) (4.3)

r(i) → diag(d) φ(i), i = 1,×××, I (4.4)

m = 1, 2,×××,M M I

diag(d) d 0 4.14 v(t−1)

v(t) r(i−1) r(i)

l l

l v(t−1), r(i−1),

v(t), r(i)

Δr(i) ≤ r(i) r(i−1),Δv(t) ≤ v(t) v(t−1)

l = r(i−1) + a1Δr(i) (v(t−1) + a2Δv(t)) (4.5)

a1 a2 l

0 ≥ a1 ≥ 1, 0 ≥ a2 ≥ 1 (4.6)

a(≤ (a1, a2)
T)

min
a

lTl (4.7)

a b1 ≤
((((((Δr(i)

((((((2, b2 ≤ Δr(i) TΔv(t), b3 ≤
((((((Δv(t)

((((((2,
b4 ≤ r(i−1) v(t−1)∣TΔr(i), b5≤ r(i−1) v(t−1)∣TΔv(t)

a → 1

b1b3 b22

⎞⎠ b3b4 b2b5

b2b4 b1b5

⎧⎜ (4.8)
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4.2. SSF1.3
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図 4.14: 探索枝刈りの概念図（軸は全て重み）

以下の計算機実験では，式 (4.6)を満たさない場合は以前と同じルートを通っていない

と判定した．満たす場合は式 (4.5)により lを求め，全ての要素が lm < ϵを満たすとき，

探索を枝刈る．ϵは 0.3とし，この判定と θ,ϕの記録は重み更新回数が 100の倍数のとき

とした．

なお，判定を lのノルムで判定する方法も考えられるが，その場合は閾値をMϵのよう

にして重みの増加に伴って閾値を変える必要がある．しかし，不要変数が複数ある場合

は，不要変数を取り除いた場合と比べると重みの数が多いため，探索が枝刈りされやすく

なることも考慮しなければならない．一方，lの各要素で判定すれば，不要変数の存在に

影響されない．

■ 探索枝刈り判定の前処理

本稿の実験では実MLPの活性化関数としてシグモイド関数を用いるが，シグモイド関

数 σ(x)は，図 4.15に示すように，点 (x = 0, σ(x) = 1/2)を中心に点対称であり，以下の
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図 4.15: シグモイド関数

式が成り立つ．

σ(x) = 1 σ( x) (4.9)

そのため，ある隠れユニット jから出力ユニットへ入力される信号は，以下の式が成り

立つ．

wjσ(w
T
j x) = wj wjσ( wT

j x) (4.10)

この性質のため，以下のように重みを入れ替えても実MLPの機能は変わらない．

w0 → w0 wj, wj → wj, wj → wj (4.11)

そのため，探索枝刈り判定を行う前にwjの符号を正にそろえ，上記のシグモイド関数の

性質を考慮した探索の枝刈りを行う．その他の奇関数や偶関数を活性化関数として用いる

場合も関数の性質を考慮した探索の枝刈りが可能である．

また，隠れユニットの並びは，活性化関数の種類に依らず，順序を入れ替えても実MLP

の機能は変わらない．そのため，wjの符号をそろえた後，wjが昇順となるように隠れユ

ニットの順番を入れ替える前処理を行う．この処理により，隠れユニットの並びを考慮し

た探索の枝刈りが可能となる．

ただし，これらの重みの変換は探索枝刈り判定のためにのみ行う．そのため，変換後

の重みを次の探索の判定のために記録するが，実際の探索では変換後の重みを反映させ

ない．
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図 4.16: SSF1.3の訓練誤差（人工データ）

表 4.3: SSF1.3の合計処理時間（人工データ）

BP BPQ SSF1.2 SSF1.3

合計処理時間（hr:min:sec） 04:02:19 05:33:31 11:19:07 04:04:57

4.2.2 計算機実験

提案した SSF1.3の性能を 4.1.3と同様のデータを用いて評価した．

■ 人工データを用いた実験

4.1.3と同じ人工データを用いて実験を行った．図 4.16, 4.17に各 J での最小の訓練誤

差とそのときのテスト誤差を示す． SSF1.3では，SSF1.2と同様，訓練誤差が単調減少

し，J = 18のとき最小のテスト誤差の解を得た．

図 4.18, 4.19に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 4.3に合計処理時間を，図

4.20に SSF1.3の探索開始数と最後まで探索枝刈りされなかった探索数を示す．ただし，

SSF1.3の重み更新平均回数は探索枝刈りされなかった探索の重み更新回数の平均とした．

SSF1.3の重み更新平均回数はSSF1.2より減少した．また，SSF1.3の探索開始数はSSF1.2

とほとんど同じであるが，SSF1.3では 50 %(5862 / 11661)の探索を枝刈りすることによ

り，処理時間を削減し，SSF1.2よりも 2倍以上速く処理が終了し，BPQよりも速く処理
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図 4.17: SSF1.3のテスト誤差（人工データ）

が終了した．

■ 実データを用いた実験

4.1.3と同じ実データを用いて実験を行った．ただし，隠れユニットの最大数は 18に変

更した．SSF1.2は J = 9のとき 5時間以上処理時間が掛かったため J = 9で処理を打ち

切った．

図 4.21, 4.22に各 J での各探索法の最小の訓練誤差とそのときのテスト誤差を示す．

BPは隠れユニットを 18まで増やしてもほとんど訓練誤差が減少しなかった．BPQは減

少傾向にあるが，J = 14, 16のとき，J 1のときの訓練誤差よりも訓練誤差が増加した．

SSF1.3は，SSF1.2と同様，訓練誤差を単調減少させ，BPQにより得たテスト誤差よりも

小さいテスト誤差の解を得た．

図 4.23, 4.24に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 4.4に合計処理時間を，図

4.25に SSF1.3の探索数を示す．ただし，SSF1.3の重み更新平均回数は探索枝刈りされな

かった探索の重み更新回数の平均とした． 各探索法の重み更新平均回数はほとんど全て

1万回となった．SSF1.3の重み更新平均回数は J = 18のとき約 5000回，J = 16, 17のと

きは 1000回以下となり，かつ SSF1.3では 76 %(14360 / 18949)の探索を枝刈りしたが，

BPQよりも処理時間が掛かった．これは SSF1.3では探索開始数が増加傾向にあり，探索
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図 4.18: SSF1.3の処理時間（秒）（人工データ）

表 4.4: SSF1.3の合計処理時間（実データ）

BP BPQ SSF1.2 SSF1.3

合計処理時間（hr:min:sec） 07:49:48 12:07:49 - 25:02:43

枝刈りをしたとしても，探索枝刈り判定されるまでに少なくとも 200回は重みを更新しな

ければならないため，時間が掛かったと考えられる．

4.2.3 考察

SSF1.3は，現在の探索が以前の探索経路と合流する場合は現在の探索を枝刈りする手法

を SSF1.2に導入することにより，解品質を劣化させることなく高速化できた．人工デー

タを用いた実験では SSF1.2と同じように最小のテスト誤差を J = 18のときに得るとと

もに，処理時間も高速化され，BPQや SSF1.2よりも速く処理が終了した．実データを用

いた実験でもBPQよりも良質の解を得，SSF1.2よりも高速化されたが，以前として隠れ

ユニット数の増加に伴って処理時間が増え，BPQよりも時間が掛かった．
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図 4.19: SSF1.3の重み更新平均回数（人工データ）
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図 4.20: SSF1.3の探索開始数（実線）と最後まで探索枝刈りされなかった探索数（点線）

（人工データ）
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図 4.21: SSF1.3の訓練誤差（実データ）
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図 4.22: SSF1.3のテスト誤差（実データ）
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図 4.23: SSF1.3の処理時間（秒）（実データ）
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図 4.24: SSF1.3の重み更新平均回数（実データ）
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図 4.25: SSF1.3の探索数（実データ）
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4.3. SSF1.4
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図 4.26: 複数の負の固有値を持つ特異領域の概念図（固有ベクトルは実際には直交して

いる．）

4.3 SSF1.4

SSF1.3は SSF1.2に探索枝刈りを導入することにより高速化されたが，隠れユニットが

多いとき従来法よりも時間が掛かる傾向があった．そこで，4.3では SSF1.3を更に高速化

した SSF1.4を提案する．SSF1.4では，各隠れユニット毎に実行する探索数に上限を設定

し，特異領域上のHesse行列の固有値が小さい順に探索を行うことで高速化する．このこ

とにより，解品質を劣化させること無く高速化することを目指す．

4.3.1 探索本数削減による高速化

図 4.26に示すように探索空間を局所的に見ると，負の固有値の内，固有値が小さいほ

どその固有値に対応する固有ベクトル方向の探索空間のたわみはより急である．そのた

め，負の固有値が小さいほど，対応する固有ベクトル方向の訓練誤差は局所的に見ると小
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SSF1.4

4.3.2 SSF1.4

SSF1.4 Jmax

SSF1.4

1: 0 MLP w
(0)
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3: MLP(J 1)
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4: while do

5: Step 3

6: end while

7: end for

Step 3 SSF1.2 Step 5

100

4.3.3

SSF1.4 4.1.3
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図 4.27: SSF1.4の訓練誤差（人工データ）

表 4.5: SSF1.4の合計処理時間（人工データ）

BP BPQ SSF1.2 SSF1.3 SSF1.4

合計処理時間（hr:min:sec） 04:02:19 05:33:31 11:19:07 04:04:57 01:15:59

■ 人工データを用いた実験

4.1.3と同じ人工データを用いて実験を行った．図 4.27, 4.28に各 J での最小の訓練誤

差とそのときのテスト誤差を示す． SSF1.4では，SSF1.2, SSF1.3と同様，訓練誤差が単

調減少し，J = 18のとき最小のテスト誤差の解を得た．

図 4.29, 4.30に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 4.5に合計処理時間を，図

4.31に SSF1.4の探索開始数と最後まで探索枝刈りされなかった探索数を示す．ただし，

SSF1.4の重み更新平均回数は，SSF1.3と同様，探索枝刈りされなかった探索の重み更新

回数の平均とした． SSF1.4の探索開始数は J = 5以降全て上限の 100に達したが，解品

質は SSF1.2, 1.3と同様良質の解を得た．また，SSF1.4は探索開始数を 100回に制限する

ことで合計処理時間が最短となった．SSF1.4の処理速度は SSF1.3よりも 3倍以上であっ

た．J = 5以降の SSF1.4の探索開始数は，BPや BPQと同様，100であったにも関わら

ず，隠れユニット数が 1から 24まで全て SSF1.4の方が 4倍以上BPQよりも速かった．こ

れは SSF1.4では探索枝刈りにより高速化されていることに加え，J = 5以降の SSF1.4の

重み更新平均回数がBPQよりも少ないことが原因と考えられる．
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図 4.29: SSF1.4の処理時間（秒）（人工データ）

表 4.6: SSF1.4の合計処理時間（実データ）

BP BPQ SSF1.2 SSF1.3 SSF1.4

合計処理時間（hr:min:sec） - 64:37:26 - - 28:22:09

以外は全て 1万回となった．しかし，SSF1.4は 44 %(966 / 2175)の探索を枝刈りするこ

とより，BPQよりも 2倍以上速く処理が終了した．

4.3.4 考察

SSF1.4は特異領域上のHesse行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数の

上限を設定する手法により，解品質を劣化させることなく高速化できた．実データを用い

た実験では，BPQの訓練誤差は J = 18以降も隠れユニットの増加に伴って単調減少しな

いことがあり，J = 18以降の方が単調減少しないことが多かった．これは隠れユニット

が増えるほど局所最適解や特異領域が増えることで，訓練誤差が比較的大きい局所最適

解や特異領域に収束しやすくなり，学習が困難となるためと考えられる．一方 SSF1.4の

訓練誤差は単調減少し，人工データと実データを用いた実験においてBPQよりもテスト

誤差が小さい解を得た．また，SSF1.4は負の固有値が小さい順に探索し，各 J での探索

数が 100回以下に制限することにより，人工データを用いた実験ではBPQよりも 4倍以

50



4.4. まとめ

0 5 10 15 20 25
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

 A
v
er

ag
e 

n
. 
o
f 

w
ei

g
h
t 

u
p
d
at

es

J

 

 

BP

BPQ

SSF1.2

SSF1.3

SSF1.4

図 4.30: SSF1.4の重み更新平均回数（人工データ）

上，実データでは 2倍以上早く処理が終了した．ほとんどの場合BPQと SSF1.4の探索数

は同じであったにも関わらず，SSF1.4の方が早く処理が終了したが，これは 67 %(2070 /

3106)の探索を枝刈りしたためと考えられる．また，人工データを用いた実験では SSF1.4

の方が重み更新平均回数が少ない傾向もあった．

4.4 まとめ

本章ではまず 4.1で，学習が停滞する特異領域を逆に利用して実MLPの解を探索する

SSF1.2を提案した．SSF1.2は実MLP(J 1)の探索で得られた解に可約性写像を適用し

て形成した特異領域から実MLP(J)の探索を行うことにより，訓練誤差を単調に減少さ

せ，初期値をランダムに設定してBPやBPQを用いて 100回探索する方法よりも良質の

解を得ることができた．しかし SSF1.2では，隠れユニットの増加に伴って特異領域が増

えることで処理時間が大幅に増加した．

処理時間が大幅に増加する問題を解決するため，4.2では現在の探索が以前の探索経路

と合流する場合は現在の探索を枝刈りする手法を導入した SSF1.3を提案した．SSF1.3は

探索枝刈り手法により，解品質を劣化させることなく高速化でき，人工データを用いた実

験ではBPQよりも速く処理が終了した．しかし，実データを用いた実験では J = 5まで

はBPやBPQよりも SSF1.3の方が処理速度が速かったが，隠れユニットの増加に伴って
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図 4.31: SSF1.4の探索開始数（実線）と最後まで探索枝刈りされなかった探索数（点線）

（人工データ）

特異領域が増え探索開始数が大幅に増加した．そのため多くの探索枝刈りを実行したとし

ても処理に時間がかかりBPQよりも処理時間がかかった．

SSF1.3をより高速化するため，4.3では特異領域上のHesse行列の固有値を基に探索の

優先順位を決定し，探索数の上限を設定する手法により一層高速化した SSF1.4を提案し

た．SSF1.4は各隠れユニット毎に実行する探索数に上限を設定し，特異領域上の Hesse

行列の固有値が小さい順に探索を行うことにより，解品質を劣化させることなく高速化

できた．SSF1.4の探索開始数はBPQと同様 100回としたが，探索枝刈り手法により人工

データを用いた実験ではBPQの 4倍以上，実データを用いた実験では 2倍以上早く処理

が終了した．また，BPQでは隠れユニットが多いほど訓練誤差が単調減少しない傾向が

強くなったが，SSF1.4では訓練誤差を単調減少させ，BPQよりも小さいテスト誤差の解

を得た．

今後の課題として，より多様なデータを用いて提案法を評価することが挙げられる．

52



4.4. まとめ

0 10 20 30
10

1

10
2

10
3

10
4

 T
ra

in
in

g
 e

rr
o

r

J

 

 

BP

BPQ

SSF1.2

SSF1.3

SSF1.4

図 4.32: SSF1.4の訓練誤差（実データ）
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図 4.33: SSF1.4のテスト誤差（実データ）
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図 4.34: SSF1.4の処理時間（秒）（実データ）
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図 4.35: SSF1.4の重み更新平均回数（実データ）
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図 4.36: SSF1.4の探索開始数（実線）と最後まで探索枝刈りされなかった探索数（点線）

（実データ）
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第5章 複素特異階段追跡法（C-SSF）

3.5で説明したように，複素MLPの解に可約性写像を適用して形成される特異領域上の

ほとんどの点は，実MLPと同様，降下するルートが存在する鞍点である．複素MLPの

学習においてもこの性質を利用し，学習が停滞する特異領域を利用して探索する複素特

異階段追跡法（C-SSF: Complex-valued Singularity Stairs Following）1.0 を 5.1で提案す

る．この方法は SSF1.2を複素MLPに拡張した方法であり，隠れユニットが J 1個の複

素MLP(複素MLP(J 1))の最適解と入出力が等しい複素MLP(J)の特異領域から探索

空間を降下するため，隠れユニットの増加に伴って訓練誤差が単調減少する．

また，C-SSF1.0においても，SSF1.2と同様，探索空間の次元数は隠れユニットの増加

に伴って増加し，その分特異領域も増えるため，隠れユニットの増加に伴って処理時間が

増大する問題がある．そのため，現在の探索が以前の探索経路と合流する場合は現在の探

索を枝刈りする手法を導入した SSF1.3を複素MLP用に拡張したC-SSF1.1を 5.2で提案

する．

更に，特異領域上のHesse行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数の上限

を設定する手法により一層高速化した SSF1.4を複素MLP用に拡張したC-SSF1.3を 5.3

で提案する．

5.1 C-SSF1.0

C-SSF1.0では複素MLP(J 1)の探索で得られた解に可約性写像を適用して形成した

複素MLP(J)の特異領域から探索を行う．以下ではまず特異領域から探索する方法につ

56
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図 5.3: C-BP, C-BFGS, C-SSF1.0の処理時間（秒）（人工データ 1）

訓練データの入力信号 xµは実数区間 (0,10)の中でランダムに生成し，教師信号 yµの実部

と虚部に標準偏差が 0.01の正規乱数を加え，1000個のデータ点を生成した．テストデー

タは xµの生成区間は訓練データとは異なり，実数区間 (10, 13)とし，yµに乱数を加えず

1000個のデータ点を生成した．つまり，テストデータの xµの生成区間は未学習である．

考慮する隠れユニット数の最大は Jmax = 16とした．

図 5.6, 5.7に各 J での最小の訓練誤差とそのときのテスト誤差を示す． C-BPは J が

増加しても訓練誤差が減少しておらず，テスト誤差もC-BFGSやC-SSF1.0と比べて大き

いことがわかる．C-BFGSは隠れユニット数が比較的大きい，J = 9, 13, 14, 16のとき訓

練誤差が増加した．これは実MLPの探索法であるBPQの実験と同様，隠れユニットが

増えるほど局所最適解や特異領域が増えることで，訓練誤差が比較的大きい局所最適解や

特異領域に収束しやすくなったためと考えられる．C-SSF1.0は，隠れユニットの増加に

伴って訓練誤差が単調減少し，J = 5以降はC-BFGSよりも訓練誤差が小さい解を得た．

C-SSF1.0では最小テスト誤差がC-BFGSよりも小さい解を得た．

C-BP，C-BFGS，C-SSF1.0のテスト誤差が最小となったときの隠れユニット数は，そ

れぞれ 15, 15, 12であった．そのときの複素MLPの出力を図 5.10に示す．図に示すよう

に，C-BPはうまく近似できていないことがわかる．C-BFGSでは，xが大きくなるにつ

れてずれが大きくなっている．一方，C-SSF1.0では x = 13までうまく予測できているこ

とがわかる．
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図 5.5: C-SSF1.0の探索回数（人工データ 1）
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図 5.6: C-BP, C-BFGS, C-SSF1.0の訓練誤差（人工データ 2）

表 5.2: C-SSF1.0の合計処理時間（人工データ 2）

C-BP C-BFGS C-SSF1.0

合計処理時間（hr:min:sec） 41:09:15 03:34:55 14:46:59
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図 5.7: C-BP, C-BFGS, C-SSF1.0のテスト誤差（人工データ 2）
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図 5.8: C-BP, C-BFGS, C-SSF1.0の処理時間（秒）（人工データ 2）
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図 5.9: C-BP, C-BFGS, C-SSF1.0の重み更新平均回数（人工データ 2）
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図 5.10: C-BP, C-BFGS, C-SSF1.0により得られた複素MLPの出力（人工データ 1）
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図 5.11: C-SSF1.0の探索回数（人工データ 2）
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5.2. C-SSF1.1

5.2 C-SSF1.1

C-SSF1.0 MLP(J 1)

SSF1.2

C-SSF1.0 C-SSF1.1

C-SSF1.1 SSF1.3 MLP

5.2.1

4.2 SSF1.3

C-SSF1.0

MLP r θ(t) φ(τ)

4.2.1 MLP MLP

MLP

MLP

z = a+ ib, i = 1

σ(z) =
1

1 + e−z
=

1 + e−a cos b+ ie−a sin b
1 + 2e−a cos b+ e−2a

(5.2)

b j z

wj0 MLP

wj0 → Re(wj0) + i}Im(wj0) mod 2π| (5.3)

(5.2)

σ(z) = 1 σ( z) (5.4)
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5.2. C-SSF1.1

そのため，ある隠れユニットから出力ユニットへ入力される信号は，以下の式が成り立つ．

wjσ(w
T
j x) = wj wjσ( wT

j x) (5.5)

この性質のため，以下のように重みを入れ替えても複素MLPの出力は変わらない．

w0 → w0 wj, wj → wj, wj → wj (5.6)

そのため，探索枝刈り判定を行う前に，式 (5.3)を行い，Re(wj)の符号を正にそろえ，上

記の活性化関数の性質を考慮した探索の枝刈りを行う．

また，隠れユニットの並びは，活性化関数の種類に依らず，順序を入れ替えても複素

MLPの出力は変わらない．そのため，式 (5.3)を行い，Re(wj)の符号をそろえた後，Re(wj)

が昇順となるように隠れユニットの順番を入れ替える前処理を行う．この処理により，隠

れユニットの並びを考慮した探索の枝刈りが可能となる．

ただし，これらの重みの変換は探索枝刈り判定のためにのみ行う．そのため，変換後

の重みを次の探索の判定のために記録するが，実際の探索では変換後の重みを反映させ

ない．

5.2.2 計算機実験

提案したC-SSF1.3の性能を 5.1.3と同様のデータを用いて評価した．

■ 人工データ 1を用いた実験

5.1.3と同じ人工データ 1を用いて実験を行った．図 5.12, 5.13に各 Jでの最小の訓練誤

差とそのときのテスト誤差を示す． C-SSF1.1では，C-SSF1.0と同様，訓練誤差が単調

減少し，J = 4のとき最小のテスト誤差の解を得た．

図 5.14, 5.15に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 5.3に合計処理時間を，図

5.16に SSF1.3の探索開始数と最後まで探索枝刈りされなかった探索数を示す．ただし，

SSF1.3の重み更新平均回数は探索枝刈りされなかった探索の重み更新回数の平均とした．

C-SSF1.1の探索開始数はC-SSF1.0とほとんど同じであったが，C-SSF1.1では 49 %(325

/ 661)の探索を枝刈りすることにより，処理時間を削減し，C-BFGSとほぼ同じ処理時間

となった．
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図 5.12: C-SSF1.1の訓練誤差（人工データ 1）

表 5.3: C-SSF1.1の合計処理時間（人工データ 1）

C-BP C-BFGS C-SSF1.0 C-SSF1.1

合計処理時間（hr:min:sec） 07:23:24 00:11:19 00:34:27 00:11:06

■ 人工データ 2を用いた実験

5.1.3と同じ人工データ 2を用いて実験を行った．図 5.17, 5.18に各 Jでの最小の訓練誤

差とそのときのテスト誤差を示す． C-SSF1.1は，C-SSF1.0と同様，訓練誤差を単調減

少させ，C-BFGSよりも小さいテスト誤差の解を得た．

C-SSF1.3のテスト誤差が最小となったときの隠れユニット数は，16であった．そのと

きの複素MLPの出力を図 5.21に示す．C-SSF1.1では，C-SSF1.0と同様，x = 13までう

まく予測できていることがわかる．

図 5.19, 5.20に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 5.4に合計処理時間を，図

5.22にC-SSF1.1の探索開始数と最後まで探索枝刈りされなかった探索数を示す．ただし，

C-SSF1.1の重み更新平均回数は探索枝刈りされなかった探索の重み更新回数の平均とし

た． C-SSF1.1の重み更新平均回数は J = 1, 10以外は全てC-BFGSよりも少なくなった．

また，C-SSF1.1では 59 %(3752 / 6348)の探索を枝刈りすることにより処理時間を大幅

に削減でき，処理速度はC-SSF1.0の 4倍となった．そのため処理時間はC-BFGSとほと

んど同じ程度となった．
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5.2. C-SSF1.1

1 2 3 4 5 6
10

−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

 T
e
st

 e
rr

o
r

J

 

 

C−BP

C−BFGS

C−SSF1.0

C−SSF1.1

図 5.13: C-SSF1.1のテスト誤差（人工データ 1）

表 5.4: C-SSF1.1の合計処理時間（人工データ 2）

C-BP C-BFGS C-SSF1.0 C-SSF1.1

合計処理時間（hr:min:sec） 41:09:15 03:34:55 14:46:59 03:41:26

5.2.3 考察

C-SSF1.1は，現在の探索が以前の探索経路と合流する場合は現在の探索を枝刈りする

手法をC-SSF1.0に導入することにより，解品質を劣化させることなく高速化できた．人

工データ 1を用いた実験ではC-SSF1.0と同じように最小のテスト誤差を J = 4のときに

得るとともに，処理時間も大幅に高速化され，C-BFGSとほぼ同じとなった．また，人工

データ 2を用いた実験においても C-BFGSよりも良質の解を得るとともに，処理速度は

C-SSF1.0の 4倍に高速化され，C-BFGSとほぼ同じ処理時間となった．

71



5.2. C-SSF1.1

1 2 3 4 5 6
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

 P
ro

c
e
ss

in
g

 t
im

e

J

 

 

C−BP

C−BFGS

C−SSF1.0

C−SSF1.1

図 5.14: C-SSF1.1の処理時間（秒）（人工データ 1）
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図 5.15: C-SSF1.1の重み更新平均回数（人工データ 1）
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5.2. C-SSF1.1
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図 5.16: C-SSF1.1の探索開始数（実線）と探索枝刈りされなかった探索回数（点線）（人

工データ 1）
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図 5.17: C-SSF1.1の訓練誤差（人工データ 2）
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5.2. C-SSF1.1
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図 5.18: C-SSF1.1のテスト誤差（人工データ 2）
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図 5.19: C-SSF1.1の処理時間（秒）（人工データ 2）
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図 5.20: C-SSF1.1の重み更新平均回数（人工データ 2）
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図 5.21: C-SSF1.1により得られた複素MLP(J = 16)の出力（人工データ 2）
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5.2. C-SSF1.1
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図 5.22: C-SSF1.1の探索開始数（実線）と探索枝刈りされなかった探索回数（点線）（人

工データ 2）
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5.3. C-SSF1.3
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5.3. C-SSF1.3
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図 5.23: C-SSF1.3の訓練誤差（人工データ 1）

表 5.5: C-SSF1.3の合計処理時間（人工データ 1）

C-BP C-BFGS C-SSF1.0 C-SSF1.1 C-SSF1.3

合計処理時間（hr:min:sec） 07:23:24 00:11:19 00:34:27 00:11:06 00:08:04

5.3.2 計算機実験

提案したC-SSF1.3の性能を 4.1.3と同様のデータを用いて評価した．

■ 人工データ 1を用いた実験

5.1.3と同じ人工データ 1を用いて実験を行った．図 5.23, 5.24に各 Jでの最小の訓練誤

差とそのときのテスト誤差を示す． C-SSF1.3では，C-SSF1.0, C-SSF1.1と同様，訓練

誤差が単調減少し，J = 4のとき最小のテスト誤差の解を得た．

図 5.25, 5.26に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 5.5に合計処理時間を，図

5.27にC-SSF1.3の探索開始数と最後まで探索枝刈りされなかった探索数を示す．ただし，

C-SSF1.3の重み更新平均回数は，C-SSF1.1と同様，探索枝刈りされなかった探索の重み

更新回数の平均とした． C-SSF1.3の探索開始数は，J = 4以降全て上限の 100に達した

が，解品質はC-SSF1.0, 1.1と同様良質の解を得た．また，C-SSF1.3は探索開始数を 100

回に制限することで合計処理時間が最短となった．J = 4以降のC-SSF1.3の探索開始数
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図 5.24: C-SSF1.3のテスト誤差（人工データ 1）

は，C-BPやC-BFGSと同様，100であったにも関わらず，隠れユニット数が 1から 6ま

で全てC-SSF1.3の方がC-BFGSよりも速かった．これはC-SSF1.3では 58 %(252 / 431)

の探索を枝刈りすることにより高速化されたことに加え，J = 2以降のC-SSF1.3の重み

更新平均回数がC-BFGSよりも少ないことが原因と考えられる．

■ 人工データ 2を用いた実験

5.1.3と同じ人工データ 2を用いて実験を行った．図 5.28, 5.29に各 Jでの最小の訓練誤

差とそのときのテスト誤差を示す． C-SSF1.3は，C-SSF1.0, 1.1と同様，訓練誤差を単

調減少させ，C-BFGSよりも小さいテスト誤差の解を得た．

C-SSF1.3のテスト誤差が最小となったときの隠れユニット数は，12であった．そのと

きの複素MLPの出力を図 5.32に示す．C-SSF1.3では，C-SSF1.0, 1.1と同様，x = 13ま

でうまく予測できていることがわかる．

図 5.30, 5.31に各 J での処理時間と重み更新平均回数を，表 5.6に合計処理時間を，図

5.33にC-SSF1.3の探索開始数と最後まで探索枝刈りされなかった探索数を示す．ただし，

C-SSF1.3の重み更新平均回数は，C-SSF1.1と同様，探索枝刈りされなかった探索の重

み更新回数の平均とした． C-SSF1.3の重み更新平均回数は J = 1, 9, 10, 11以外は全て

C-BFGSよりも少なくなり，かつ C-SSF1.3では 44 %(555 / 1275)の探索を枝刈りした．

79



5.4. まとめ

1 2 3 4 5 6
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

 P
ro

c
e
ss

in
g

 t
im

e

J

 

 

C−BP

C−BFGS

C−SSF1.0

C−SSF1.1

C−SSF1.3

図 5.25: C-SSF1.3の処理時間（秒）（人工データ 1）

表 5.6: C-SSF1.3の合計処理時間（人工データ 2）

C-BP C-BFGS C-SSF1.0 C-SSF1.1 C-SSF1.3

合計処理時間（hr:min:sec） 41:09:15 03:34:55 14:46:59 03:41:26 01:27:58

その結果C-SSF1.3の処理速度は最も速く，C-BFGSより 2倍以上速く処理が終了した．

5.3.3 考察

C-SSF1.3は探索数上限設定により大幅に高速化され，最も速く処理が終了した．また，

探索の優先順位を固有値が小さい順とすることで，解品質を劣化させることなく高速化

でき，人工データ 1を用いた実験と人工データ 2を用いた実験どちらも処理時間は最短と

なった．人工データ 2を用いた実験ではC-BFGSより 2倍以上速く処理が終了した．

5.4 まとめ

本章ではまず 5.1で，学習が停滞する特異領域を逆に利用して複素MLPの解を探索す

るC-SSF1.0を提案した．C-SSF1.0は複素MLP(J 1)の探索で得られた解に可約性写像

を適用して形成した特異領域から複素MLP(J)の探索を行うことにより，訓練誤差を単
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図 5.26: C-SSF1.3の重み更新平均回数（人工データ 1）

調に減少させ，初期値をランダムに設定して C-BPや C-BFGSを用いて 100回探索する

方法よりも良質の解を得ることができた．しかしC-SSF1.0では，SSF1.2と同様，隠れユ

ニットの増加に伴って特異領域が増えることで処理時間が大幅に増加した．

処理時間が大幅に増加する問題を解決するため，5.2では現在の探索が以前の探索経路と

合流する場合は現在の探索を枝刈りする手法を導入したC-SSF1.1を提案した．C-SSF1.1

は探索枝刈り手法により，解品質を劣化させることなく高速化でき，人工データ 1を用い

た実験と人工データ 2を用いた実験ではC-BFGSとほとんど同じ処理時間となった．

C-SSF1.1をより高速化するため，5.3では特異領域上のHesse行列の固有値を基に探索

の優先順位を決定し，探索数の上限を設定する手法により一層高速化したC-SSF1.3を提

案した．C-SSF1.3は各隠れユニット毎に実行する探索数に上限を設定し，特異領域上の

Hesse行列の固有値が小さい順に探索を行うことにより，解品質を劣化させることなく高

速化できた．C-SSF1.3の探索開始数は C-BFGSと同様 100回としたが，C-SSF1.3の方

が早く収束する傾向があり，かつ探索枝刈り手法により人工データ 1を用いた実験では

C-BFGSよりも速く処理が終了し，人工データ 2を用いた実験では C-BFGSの 2倍以上

早く処理が終了した．また，第 4章の計算機実験で用いた，重みの初期値をランダムに設

定してBPQを用いて 100回探索する方法と同様，C-BFGSでは隠れユニットが多いほど

訓練誤差が単調減少しない傾向が強くなったが，C-SSF1.3では訓練誤差を単調減少させ，

C-BFGSよりも小さいテスト誤差の解を得た．

81



5.4. まとめ
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図 5.27: C-SSF1.3の探索開始数（実線）と探索枝刈りされなかった探索回数（点線）（人

工データ 1）

今後の課題として，より多様なデータを用いて提案法を評価することが挙げられる．
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5.4. まとめ
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図 5.28: C-SSF1.3の訓練誤差（人工データ 2）

2 4 6 8 10 12 14 16
10

1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

 T
e
st

 e
rr

o
r

J

 

 

C−BP

C−BFGS

C−SSF1.0

C−SSF1.1

C−SSF1.3

図 5.29: C-SSF1.3のテスト誤差（人工データ 2）
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5.4. まとめ
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図 5.30: C-SSF1.3の処理時間（秒）（人工データ 2）
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図 5.31: C-SSF1.3の重み更新平均回数（人工データ 2）
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5.4. まとめ
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図 5.32: C-SSF1.3により得られた複素MLP(J = 12)の出力（人工データ 2）
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図 5.33: C-SSF1.3の探索開始数（実線）と探索枝刈りされなかった探索回数（点線）（人

工データ 2）
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第6章 SSF1.4とC-SSF1.3を用いた

カオス時系列の予測

実世界には時間と共に変化する複雑な現象が満ちているが，その系の状態遷移規則はより

単純な形で記述できる可能性がある．系の状態遷移規則が決定論的であるにも関わらず，

複雑な挙動を生み出す現象は決定論的カオスと呼ばれる [9]．決定論的カオスの特徴とし

てフラクタル性や長期予測不可能性がある．そのため長期的な予測は不可能であるが，短

期的な予測はうまくモデルを見つければ精度を向上できる．

本章では決定論的カオス挙動を示すローレンツ方程式 [13]と 2重振り子 [26]を用い，第

4章で提案した実MLPの探索法である SSF1.4と，第 5章で提案した複素MLPの探索法

であるC-SSF1.3の性能を評価する計算機実験を行った．SSF1.4とC-SSF1.3の特異領域

の初期値などの設定は第 4, 5章と同じとした．

比較する実MLPの従来法は，2.2で説明した準 Newton法の一種の BPQ[22]とした．

BPQの初期重みは区間 ( 1,+1)の中からランダムに選択し，各 Jで 100回の試行を行っ

た．比較する複素MLPの従来法は，3.4で説明した準Newton法の一種であるC-BFGS[28]

とした．C-BFGSの初期重みは実部と虚部共に区間 ( 1,+1)の中からランダムに選択し，

各 J で 100回の試行を行った．

複素MLPは複素数を入力できるが，本章の計算機実験では全て実数を入力した．また，

複素MLPの出力ユニットは実部のみを考慮する式 (3.4)の目的関数を用いて学習を行った．

訓練誤差とテスト誤差は実MLPと複素MLP共に以下のMSE(mean squared error)と
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6.1.

MSE =
1

N

N̂

μ=1

(Re(fμ) yμ)2 (6.1)

MATLAB R2014a

6.1

dx

dt
= σ(y x) (6.2)

dy

dt
= x(ρ z) y (6.3)

dz

dt
= xy βz (6.4)

ρ, σ, β 28, 10, 8/3, x, y, z 10, 10, 30, Δt 0.05

6.1 t = 0,Δt,×××, 299Δt x, y, z

t pt ≤ (xt, yt, zt)
T pt+Δt MLP

MLP 1 xt+Δt, yt+Δt, zt+Δt

3 MLP Ntr

300

≡ }(p(μ−1)Δt, xμΔt), μ = 1,×××, Ntr|

≡ }(p(μ−1)Δt, yμΔt), μ = 1,×××, Ntr|

≡ }(p(μ−1)Δt, zμΔt), μ = 1,×××, Ntr|

t = NtrΔt Ntest 200

≡ }(p(Ntr+μ−1)Δt, x(Ntr+μ)Δt), μ = 1,×××, Ntest|

≡ }(p(Ntr+μ−1)Δt, y(Ntr+μ)Δt), μ = 1,×××, Ntest|

≡ }(p(Ntr+μ−1)Δt, z(Ntr+μ)Δt), μ = 1,×××, Ntest|
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t = (Ntr + 1)Δt pt
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6.1. ローレンツ方程式を用いた実験

C-BFGS, C-SSF1.3のフリーラン予測の結果を示す． このときのBPQ, SSF1.4, C-BFGS,

C-SSF1.3のMSEはそれぞれ 238.82, 0.28, 283.78, 0.01となった．BPQとC-BFGSは予測

が大幅にずれていることがわかる．SSF1.4とC-SSF1.3はうまく予測できたが，C-SSF1.3

の予測の方が正確である．

図 6.8, 6.9に各 J での処理時間と重み更新平均回数を示す． BPQ, SSF1.4, C-BFGS,

C-SSF1.3の合計時間はそれぞれ 13.1, 1.13, 1.51, 10.0時間となり，SSF1.4が最も早く，

BPQが最も時間が掛かった．BPQ, C-BFGS, C-SSF1.3は隠れユニットの増加に伴って処

理時間が増加する傾向があったが，SSF1.4は隠れユニット数が多いとき処理時間が減少

した．これは隠れユニットを増やしても訓練誤差がそれ以上減少しないことがあったため

と考えられる．また，C-BFGSの重み更新平均回数はC-SSF1.3よりも少ない傾向があっ

た．これは，C-BFGSでは初期値付近の比較的訓練誤差とテスト誤差が大きい解に収束し

てしまうことが多かったためと考えられる．また，C-SSF1.3では SSF1.4よりもテスト誤

差が小さい解を得たが，C-BFGSのテスト誤差はBPQよりも大きかった．この原因とし

ては，複素MLPの探索空間の方が実MLPよりも探索が困難な形状をしていたためと考

えられる．
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6.1. ローレンツ方程式を用いた実験
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図 6.2: 訓練誤差（ローレンツ方程式）
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6.1. ローレンツ方程式を用いた実験
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図 6.3: テスト誤差（ローレンツ方程式）
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6.1. ローレンツ方程式を用いた実験
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図 6.4: BPQのフリーラン予測（ローレンツ方程式）
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図 6.5: SSF1.4のフリーラン予測（ローレンツ方程式）
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6.1. ローレンツ方程式を用いた実験
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図 6.6: C-BFGSのフリーラン予測（ローレンツ方程式）
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図 6.7: C-SSF1.3のフリーラン予測（ローレンツ方程式）
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6.1. ローレンツ方程式を用いた実験
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図 6.8: 処理時間（秒）（ローレンツ方程式）
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6.1. ローレンツ方程式を用いた実験
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図 6.9: 重み更新平均回数（ローレンツ方程式）
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6.2. 2

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1
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3

x

y
θ

φ

6.10: 2

6.2 2

6.10 2 (0, 0)

l1 m1 0 θ

0◦

l2, m2 φ 0◦

2 L T U

θ̇ = dθ
dt
, φ̇ = dφ

dt
,M = m1 +m2, ψ = θ φ

L = T U, (6.5)

T =
1

2
Ml21θ̇

2 +
1

2
m2l

2
2φ̇

2 +m2l1l2θ̇φ̇ cosψ, (6.6)

U = Mgl1 cos θ m2gl2 cosφ (6.7)

d

dt

)
∂L

∂θ̇1

(
∂L

∂θ1
= 0,

d

dt

)
∂L

∂θ̇2

(
∂L

∂θ2
= 0 (6.8)
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6.2. 2

θ̈(≤ d2θ
dt2

), φ̈(≤ d2φ
dt2

)

θ̈ =
g(m2 sinφ cosψ M sin θ) m2(l1θ̇

2 cosψ + l2φ̇
2) sinψ

l1(M m2 cos2 ψ)
(6.9)

φ̈ =
Mg(sin θ cosψ sinφ) + (m2l2φ̇

2 cosψ +Ml1θ̇
2) sinψ

l2(M m2 cos2 ψ)
(6.10)

m1,m2, l1, l1, g 1, 1, 2, 1, 9.8 θ, φ, θ̇, φ̇ 3/4π, 3/4π, 2, 2, Δt

0.05

θt+Δt, φt+Δt MLP

qt ≤ (θt−9Δt, θt−8Δt,×××, θt, φt−9Δt, φt−8Δt,×××, φt)
T
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.11: 訓練誤差（2重振り子）
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.12: テスト誤差（2重振り子）
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.13: BPQの 2重振り子の θのテストデータ予測結果
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図 6.14: SSF1.4の 2重振り子の θのテストデータ予測結果
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.15: C-BFGSの 2重振り子の θのテストデータ予測結果
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図 6.16: C-SSF1.3の 2重振り子の θのテストデータ予測結果

102



6.2. 2重振り子を用いた実験

2000

2005

2010 −2
0

2

−2

0

2

 

x

J
φ
 = 1

t

 

y
z
t

(2)

 Predicted value

図 6.17: BPQの 2重振り子の θのテストデータ予測結果
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図 6.18: SSF1.4の 2重振り子の θのテストデータ予測結果
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.19: C-BFGSの 2重振り子の θのテストデータ予測結果
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図 6.20: C-SSF1.3の 2重振り子の θのテストデータ予測結果
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.21: 処理時間（秒）（2重振り子）
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.22: 重み更新平均回数（2重振り子）
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.23: BPQのフリーラン予測（2重振り子）
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図 6.24: SSF1.4のフリーラン予測（2重振り子）
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6.2. 2重振り子を用いた実験
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図 6.25: C-BFGSのフリーラン予測（2重振り子）
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図 6.26: C-SSF1.3のフリーラン予測（2重振り子）
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6.3. まとめ

6.3 まとめ

本章では，生成される挙動が決定論的カオスとされるローレンツ方程式と 2重振り子

のモデルを用いて，SSF1.4と C-SSF1.3の性能を評価した．どちらの実験においても準

Newton法の一種のBPQとC-BFGSでは隠れユニットを増加しても訓練誤差が減少しな

いことがあり，良質の解が得られなかったが，SSF1.4とC-SSF1.3では訓練誤差が単調減

少し，ローレンツ方程式の実験では 200∆t先までうまくフリーラン予測できた．2重振り

子の実験の∆t先を予測するテストでは SSF1.4は少しずれているが，C-SSF1.3ではうま

く予測できた．また，10∆t先までのフリーラン予測においてもC-SSF1.3はうまく予測で

きた．

今後の課題としてはカオス時系列のフリーラン予測の精度をより長期に渡って向上する

ことが挙げられる．
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第7章 結論と展望

本論文では，高速かつ安定して良質の解を得るため，学習が停滞する特異領域を逆に利用

して探索する実MLPの探索法と複素MLPの探索法を提案した．

7.1 結論

第 2章では，実MLPの従来の探索法である BPや BPQなどについて述べ，局所最適

解や特異領域の問題があることについて述べた．

第 3章では，複素MLPの従来法であるC-BPやC-BFGSについてや, Wirtinger微分に

ついて述べ，実MLPと同様，局所最適解や特異領域の問題があることについて述べた．

第 4章では，学習が停滞する特異領域を逆に利用して実MLPの解を探索する SSF1.2

を提案した．SSF1.2は実MLP(J 1)の探索で得られた解に可約性写像を適用して形成

した特異領域から実MLP(J)の探索を行うため，訓練誤差を単調に減少できる特長があ

り，初期値をランダムに設定してBPやBPQを用いて 100回探索する方法よりも良質の

解を得ることができた．しかし SSF1.2では，隠れユニットの増加に伴って特異領域が増

えることで処理時間が大幅に増加した．この問題を解決するため，現在の探索が以前の探

索経路と合流する場合は現在の探索を枝刈りする手法を導入した SSF1.3を提案した．ま

た，特異領域上のHesse行列の固有値を基に探索の優先順位を決定し，探索数の上限を設

定する手法により一層高速化した SSF1.4を提案した．SSF1.4は SSF1.2の解品質を劣化

させることなく高速化でき，人工データを用いた実験ではBPQの 4倍以上，実データを

用いた実験ではBPQの 2倍以上早く処理が終了した．また，BPQでは隠れユニットが多
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7.1. 結論

いほど訓練誤差が単調減少しない傾向が強くなったが，SSF1.4では訓練誤差を単調減少

させ，BPQよりも小さいテスト誤差の解を得た．

第 5章では，SSF1.2を複素MLPに拡張した C-SSF1.0を提案した．C-SSF1.0は複素

MLP(J 1) の探索で得られた解に可約性写像を適用して形成した特異領域から複素

MLP(J)の探索を行うことにより，SSF1.2と同様，訓練誤差を単調に減少させ，初期値

をランダムに設定して C-BPや C-BFGSを用いて 100回探索する方法よりも良質の解を

得ることができた．しかしC-SSF1.0では，隠れユニットの増加に伴って特異領域が増え

ることで処理時間が大幅に増加したため，SSF1.3と同様，現在の探索が以前の探索経路

と合流する場合は現在の探索を枝刈りする手法を導入した C-SSF1.1を提案した．更に，

C-SSF1.1をより高速化するため，SSF1.4と同様，特異領域上のHesse行列の固有値を基

に探索の優先順位を決定し，探索数の上限を設定する手法により一層高速化したC-SSF1.3

を提案した．C-SSF1.3は各隠れユニット毎に実行する探索数に上限を設定し，特異領域

上の Hesse行列の固有値が小さい順に探索を行うことにより，解品質を劣化させること

なく高速化でき，人工データ 1を用いた実験では C-BFGSよりも速く処理が終了し，人

工データ 2を用いた実験ではC-BFGSの 2倍以上早く処理が終了した．また，BPQと同

様，C-BFGSでは隠れユニットが多いほど訓練誤差が単調減少しない傾向が強くなった

が，C-SSF1.3では訓練誤差を単調減少させ，C-BFGSよりも小さいテスト誤差の解が得

られた．

第 6章では，生成される挙動が決定論的カオスとされるローレンツ方程式と 2重振り

子のモデルを用いて，SSF1.4と C-SSF1.3の性能を評価した．第 4, 5章と同様，どちら

の実験においてもBPQとC-BFGSでは隠れユニットを増加しても訓練誤差が減少しない

ことがあり，良質の解が得られなかったが，SSF1.4とC-SSF1.3では訓練誤差が単調減少

し，良質の解が得られた．また，どちらの実験においても 1ステップ先を予測するように

MLPを学習したが，SSF1.4とC-SSF1.3ではローレンツ方程式の実験では 1ステップ先

を予測するMLPを用いて 200ステップ先まで順に予測できたが，C-SSF1.3の方が正確で

あった．2重振り子の実験の 1ステップ先を予測するテストでは SSF1.4は少しずれてい

るが，C-SSF1.3ではうまく予測できた．また，C-SSF1.3のみ 10ステップ先までうまく

予測できた．
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7.2. 展望

7.2 展望

今後の展望としては，より多様なデータを用いて提案法を評価することや，提案法のノ

イズ耐性を調べることが挙げられる．また，今回の計算機実験では正則化手法を用いな

かったが，ノイズがある場合は正則化手法が有効に働く可能性があるため，正則化手法を

用いて実験することも挙げられる．ただし，正則化を用いる場合はパラメータ空間が変形

することに留意が必要である．

また，特異領域や特異点をパラメータ空間に持つ学習モデルはMLPに限らず，ガウス

混合モデルや隠れマルコフモデルなどの有用な学習モデルの多くに共通していることに

着目し，特異モデルやその学習に関する数学的解明がなされて来た [29]，[30]．そのため

解析結果を基に，SSFのアイディアを上記の学習モデルに応用することにより，これらの

特異モデルにおいても高速に安定して良質の解が得られるようになる可能性がある．

さらに，特異モデルのモデル選択においても，従来のサンプリング法（MCMC(Markov

chain Monte Carlo)など）では実行速度が極端に遅いが，SSFのように探索することで，

特異モデルにおける高速なサンプリングが可能となることが期待できる．
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