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               GIx/M/s/s待 ち 行 列 の 定 常 分 布 の 解 析

                               馬 場   裕*

The Analysis of the Steady-State Distribution in the GIx/M/s/s Queueing System

                               Yutaka BABA

                                   Abstract

     The Gノ/ル1/s/5 queueing syStem is studied for both the part batch acceptance strategy

    and the whOle batch acceptance strategy by using a supplementary variable. We start by

    studying the steady-state joint distribution Of the number of customerS present and the

    elapsed time since the last arriva1. This gives the asymptOtic distributiOn of the number of

    customers bOth at an arbitrary moment and immediately after an arrival. Also the loSs

    prObability of an arbitrary customer is easily Obtained.

     1.序  論

 有 限待 ち合 い室 をもつ 集 団到着 待 ち行 列 シス

テム は,計 算機 システ ム等 の 多 くの実用 的 なシ

ステ ムに現 われ る待 ち行 列 モデ ルで あ るの で,

そ の定常 分布 や種 々の特 性量 を解 析す るこ とは

重 要 であ る。 しか しなが ら現 在 まで に研 究 され

たモデル は少 ない 。Kabak〔5〕,〔6〕, Manfield

et al. L 7〕,Mejtzler〔8〕 は 到 着 間隔分布 とサー

ビス分布の両方が指 数 分布 である複 数サーバー待

ち行列 モデ ル の研 究 を行 った。Van Hoorn〔10〕,

Baba[1]は 到 着 間 隔分布 が指 数分布 で,サ ー ビス

分布 が一般 分布 の 単一 サー バー待 ち行列 モ デル

の研究 を行 った。 特 にBaba〔1〕 にお いては ,サ
ー ビス分布 の ラプ ラス ・ス テ ィルチ ェス変 換が

わ か る とい う下 で,種 々 の特性 量(任 意時点 及

び サ ー ビス終 了直後 の定 常分布 や,待 ち時間の

ラ プラス ・ス テ ィル チェ ス変換 等)の 陽 な表現式

を与 え,種 々の興 味 深 い特 性 を数値 例 に よって

示 した。

 本 論文 では,到 着 間 隔分布 が一 般分 布 で,サ

ー ビス分布 が指数 分 布 であ る複数 サー バ ー呼 損

系 待 ち行列 システ ム(Glx/M/5/3)の 定 常分 布や

呼 損率 の解 析 を二っ のbatch acceptance stra-

tegy(part batch acceptance Strategyとwhole

batch acceptance strategy)に つ いて,経 過到

着 時 間 を補助 変数 に用 い る手法 で行 な う。

     2. θ,x/ル7/ε/sの 解 析

 定 義

 ・4(め:到着 時間 間 隔の分布 関数

 頃 寡 到着 時間 間隔 の密度 関数

 八肋:時 刻'に おけ る系 内数

 α の:時 亥膨 に おけ る経過 到着 時間

 1/μ:サ ー ビス分 布 の平均

{8ガば1:バ ッチ サ イズの分布

λ(炉 瑠(た だし細 一1一魚))
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とする。ここで到着時間間隔の密度関数α（工）の

存在を仮定しなくても結果は得られるが，議論

を簡単にするためこの仮定をおく。

 本節で解析するモデルは次の二つの batch

acceptance strategyについてである。一つは到

着したバッチのサイズが残っている待ち室数よ

りも大きい時は，残りの待ち室に入れる客だけ

系内に入り，余った客は退去する。この方策を

part batch acceptance strategyと呼ぶ。一方，

到着したバッチのサイズが残っている待ち室よ

りも大きい時は，到着したバッチ全体の客が系

外に退去する。この方策をwhole batch accep－

tanCe Strategyと口乎ぶ。

 いずれのモデルにおいても
 ρ角（κ，1）幽二p（（w（1）＝ゐ）＆（・＜σ（1）≦κ十∂κ）

      （ゐ二〇，1，…，s）       （1）

とおくと，次の偏微分差分方程式系を得る。

（£・差）ρ1（払f）一一1／（κ）・伽1ρ1（バ

   十（ん十1）μρ糾1（κ，1）

（0≦ん≦r1）     （2）

ぽ十岳）｛1）一一1μ（κ）・・μ1伽（仏1）（・）

定常状態の分布を求めるために，主→・・とすれば，

（2），（3）における広に関する微分係数は0になる。

定常状態における（M（オ），σ（才））の漸近分布を

 ρ尾（κ）＝1切ρ・（κ，τ） （0≦ゐ≦・）  （4）

    f－oo
とすると，（2），（3）より

去・1（・）・l／（κ）・1μ1・ル）一（1・1）舳・ω

      （O≦ゐ≦r1）

 ∂石ρ・（・）十1λ（・）十・μ1ρ・（κ）一〇

を得る。（5），（6）より，

（5）

（6）

ρ1（π）一7（噌（一1）㍗）αわ・汁（州μ1

 （C糾｛は積分定数）， （O≦ん≦8）   （7）

を得ることができる。（7）の証明は厳密には数学

的帰納法によるのであるが，証明は簡単なので，

ここでは省略する。

 到着間隔分布λ（κ）のラプラス．・スティルチェ

ス変換を

 ん＊（・）一∫的ゼ8伽（κ）    （8）

とおけば，（7）より任意時点における定常状態確

卒P尾＊（O≦ん≦8）を次のように計算すること

ができる。

＾＊ C州π一言（一1）て㌧J川（ん早、）、

        一（ん÷ユ）、λ＊（（1・1）μ）／

      （1≦ん≦。）      （9）

・＊ ｡舳・一・ξ（一1）・一／去十＊

        （1μ）／

                    （1Φ

また正規化条件

 s   ＊ ΣlP々＝1                  （11）
 々＝o

と（9），（1①よ6）C・＝λが証明できる。（ただし

1／λ＝ノニ田万（κ）佃1／λは到着時間間隔の平均）

 （9），（1Φにおいて積分定数C1（1＝1，…，8）が決

定すれば，定常状態確率 P冶＊（トO，…，8）は

完全に決定されることがわかる。具体的な C｛

（オ＝1，…，5）の決定は，二つのbatch acceptance

strategyであるpartbatchacceptancestrategy

とwho1e batch acceptance strategyの場合で異

なっており，以下に述べる境界条件により決定

することができる。

 （i）partbatch acceptancestrategyの境界

 条件

 ρo（0）二0                （⑫

ρ1（・）一絶ρ伽一ル）∂π

（1≦ゐ≦8－1）

μ（・）一八暑ρ1（・ばゴ細・刈λ（κ）・κ

（1③

（14
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（19，（1ψは（7）を代入することにより，それぞれ次

の式になる。

誉（一1）てん㌻ゴ）㌦F註（一1ジ（ツ）～

＊

λ（（汁ブ）μ）9由一ゴ

（1≦ん≦8－1） （坤

・・一 ﾆ、帥言（一1）㍗）馬＊（（汁1）μ）

  ・C・λ＊（・μ）     （1⑤

よって，C〇二λと（15），（1⑤よ｝）α（ゴ＝O，1，…，8）に

関する連立一次方程式を解くことにより，積分

定数C｛（ゴ＝O，…，8）が決定され，（9），（1①により

定常確率分布P尾＊（ん二〇，…，8）が求まる。

 （ii）who1ebatchacceptancestrategyの境界

 条件

  州一ル＾（・），ξユψ   （吻

 ρ1（・）一点ρ1（・）λ（・）・納・＾（・）／（・）

     Σ 9由
    ゴ＝8＋1一左

     （1≦ゐ≦5）        （1割

（1つ，（18）は（7）を代入することにより，それぞれ次

の式になる。

  8          ∫         ＊
  Σ二（一1）jCノ＝Σ二（一1）J Cしλ （プμ）      （19

 ．ノ＝o          ．テ＝o

茗（一1）てん㌻プ）㌦一㌫（一1）・（㍗）㌦

      8一々λ（（汁ブ）μ）十Σ（一1）J

      J＝o
（ん㌻ブ）馬＊（（1・1）μ）

          三＆
    （1≦ん≦・）ゴ＝8＋’■庇   ②Φ

（i）の場合と同様にして，C。＝λと（19，②Φより

C｛（ゴ＝O，1，…，8）に関する連立一次方程式を解く

ことにより，積分定数C｛（ゴ＝O，1，…，8）が決定

され，（9），（10）により定常確率分布P尾＊（冶＝O，

．． C5）が求まる。

（i），（ii）より二つのbatch acceptance stra－

tegyにおける積分定数C。（ゴニ0，…，5）と任意時

点における定常確率分布P。＊（ゐ＝O，…，s）が求

裕                   49

まると，これらより種々の特性量を計算するこ

とができる。

（刈 到着直後における系内客数分布

   伽（后二〇，…，∫）

 （A1）Part batch acceptance strategyの場

  合

   q。＝ρよ0）＝0

   伽一ル（・）一言（一1）でる㌻ゴ）α・1

    （1≦ん≦8－1）

  恥二p・（O）＝C。            ②1）

（これらは（ユ2ト（16）による）

 （A2）who1ebatchacceptancestrategyの

 場合

    8qo＝ρo（O）＝Σ二（山1）5Cj

    j＝o
岬（・）一暮（一1）㍗）㌫・

     （1≦ん≦。）
                  （2勿
 （これらは（17ト（20）による）

 （B）呼損卒

 Burke〔2〕によれば，ある任意の客がサイズ乞

のバッチの客として到着する確率は

 P（任意の客がサイズゴのバッチの客として到

 着する）

 ＝虹／喜           （23）
  （ただし喜二Σ桓，言は平均バッチサイズ）
       ’＝1
で与えられる。よってある任意の客が系内に入

れない確率，すなわち呼損率をBPとすれば，

 （B1）part batch acceptance strategyの場合

・・一
?�ｾ（工）！（・）よ十1（1一・十1）ψ

一壮言（一1）5（㌻プ）馬＊（（1・1）μ）

 Σ （ト8＋ん）9ゴ
ゴ＝8一々十1

（24
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（B2）who1e batch acceptance strategy

の場合

・・一
�挙〟i・）／（π）。、ξ十1純

一歩暮（一1）5（ゐ㌻プ）・一・パ（（H）μ）

  Σ1油
オ＝8一角十1

で与えられる。

3． 結   論

㈱

  G戸／M／8／8において，経過到着時間を補助変

数にとることによって，この確率過程をマルコ

フ化し，諸特性量の導出を行った。その結果、

これらの特性量は，到着時間間隔の分布関数
A（κ）のラプラス・スティルチェス変換A＊（8）

がわかっていれば書き表わせることがわかる。

  今後の課題としては，本論文で解析したシス

テムと双対で応用上も重要であるMx／G／8／8シ

ステムの近似解析等があげられる。

〔参 考 文 献〕

〔1〕 Baba，Y．：The Mx／G／1 Queue with Finite

  WaitingRoom．∫．0ψm地∫．∫oc．力勿m，vo1－27

  （1984），260－273．

〔2〕 Burke，一P．J．：De1ays in Sing1e Server Queues

  with Batch Input．0卿∫．Re∫．vo1．23（1975），830－833．

〔3〕Hokstad，P．：Asymptotic Behaviour of the凪／

  G／1Queue with Finite Waiting Room．∫助以

  。P70ろ．vo1．14（1977），358－366．

〔4〕Henderson，W．：A1temative ApProaches to the

  Ana1ysis of the M／G／1and G∫／M／1Queues．∫

  0ψeκ沢e∫．Soc．力釦m，vol．15（1972），92－101．

〔5〕Kabak，I．W、：B1ocki㎎andDe1aysin M掘〕／M／c

  Bu1k Queueing Systems．0ゆ附．五e＆vo1．16（1968），

  830－840．

〔6〕Kabak，I．W．：B1ockingandDelaysin洲／M／c

  Bu1k Arriva1Queueing Systems．M6伽9eme〃

  Scえemce，vo1，17（1970），112－115．

〔7〕Manfie1d，D．R．and Tran－Gia，P、：Analysis of a

  Finite Storage System with Batch Input Arising

  out of Message Packetization． 皿亙狂， τm附．

  Commmm．vo1．30（1982），456－463．

〔8〕Mejtz1er，D．：A Generalization of Er1ang‘s Loss

  Formu1a in Queueing．∫．λ力以〃。ろ．voI．5（1968），

  143－157．

〔9〕Ohsone，T．：The α／払／1Queue with Finite

  Waiting Room．ノ10φeκRe＆∫oc．ル鋼m，vo1．24

  （1981），215－226．

〔1O〕Van Hoom，M．H．：Algorithms for the State

  Probabilities in a Genera1C1ass of Sing1e Server

  Queueing Systems with Group Arrivals． Mあmge－

  mm6∫c6mce，vo1．27（1981），1178－1187．




