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             平 面 的 ヘ ー ガ ー ド 図 式 の 接 着 同 相 写 像 の 計 算 機 に よ る 分 解

                               坂 田 宜 子*,落 合 豊 行**,趙 一娟***

               Computational Decomposition of Gluing Homeomorphisms

                              of Planar Heegaard Diagram

                    Yoshiko SAKATA*,Mitsuyuki OCHIAI**and Il-Yeun CHO***

                                  (Received June 15,2000)

             It is very difficult to decompose gluing homeomorphisms of a planar Heegaard diagram

           of a two dimensional closed manifbld of genus g into the products of canonical Dehn twists.

           Although Lickorish first gave the general method of solution, it needs special human

           experiences and person's intuitions in this field. Of course, the method was not always fbr

           computers because computers were then in their infancy. A decomposing system fbr it by a

           computer was constructed. Lickorish's method was arranged and new ideas such as point

           sequence number(PSN),final circles(f-circles)and 3-point intersection methods around

           holes were introduced. The computer immediately transfers the diagram into PSN as soon

           as you give a planar Heegaard diagram by mouse-trackings and decomposes it into the

           products of Dehn twists along f-circles. As the Dehn twists along f-circles are not

           automatically decomposed into the products of canonical pehn twists, we calculate them by

           handiwork fbr genus 3 and make a table of decomposed products. By using this table, we

           get a decomposed products of gluing homeomorphisms of a planar Heegaard diagram of

           genus 3 for a canonical base.

            Keywords: Heegaard diagram, Dehn twist, homeomorphism

1.は じめに

 3次 元ユーク リッ ド空間に1個 の円柱がある。 円柱

を曲げてその上底 と下底を3次 元球体 に貼 りっけて変

形すると,ド ーナツ状の ものが得 られ る。これを種数1

のハン ドル体 とい う。 さらに円柱を2個,3個 と貼 り

っける。g個 の円柱を貼 りつけた とき,そ れを種数g

のハン ドル体 とい う(図1参 照)。

 今,図2に 示す ように,種 数gの2つ のハン ドル体

の表面である2次 元閉多様体 凡(=∂H,==∂H・)を 自己同

        離ロ ー
 種数gの ハ ン ドル

  ○ ○ … ○

       図1 種数gの ハンドル体

相写像fで 貼 り合わせ る。そのとき得 られるのが3次

元多様体Mで ある。Mを このよ うな2つ のハ ン ドル

体に分解す ることをヘーガー ド分解 とい う。∂且(∂H,)

の単 純閉曲線Vi(Wi)とXi(yi)を
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’，ノ＝1，2，．．，gにおいて

1ハ∩刻一1，lw∩γ11－1，

1Ψ1∩汁O，lw∩力1－O（げノ），
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のようにとる。！は∂〃の単純閉曲線wを∂〃I上の単

純閉曲線ハ（1＝1，2，．．，g）に写像する。図2の左図を

へ一ガード図式という。各’，ノに対して

1・（・）∩η1－／1続樹

    但し，！（w）＝ハ’，ノ＝1，2，．．，9

が成り立つとき，！は平面的であるという。このよう

な／の貼り合わせで得られた多様体Mは平面的へ一

ガード分解をもつといい，このときの接着同相写像！

を表す図2の左図を平面的へ一ガード図式と呼ぶ。こ

の／を標準的デーンツイストの積（次節で定義）に分解

して表現すれば，多様体の分類研究に貢献できる。

∂HFκ

 リ
  戸  リ2  リ～

川   x    ．工8

        1  、戸2， P8・
   ’。

∂肋＝凡

／     ’   ‘
 〃11 ”21  Wgl
    一
    ○・

  γ1  〃   ツ9

∫

豊行，趨 一娼

2、解法の概要

定義：デーンツイスト

 gをF上の単純閉曲線とする。このときF上の任意

の曲線ρのgに沿った同相写像ゐ、±’：戸→戸を図3の

ように定義する。即ちρの各点は，gの近傍以外では

恒等写像，近傍内では2πのひねりを±の方向に加え

た写像で写像される。このような写像をデーンツイス

トという。このとき，ρを。riginal circ1e，gを1wisting

circle，ρ’をresulti㎎circleと呼び，以下それぞれを0，r，

Rと記す。

図3 デーンツイストん

定義：標準的デーンツイスト

 尻を種数gの向き付け可能な閉曲面とする。それ

を図4に示すようにg個の㎜itに分け，各unitに標
準的な単純閉曲線α，わ。’．I，ろ。’，αをとる。それぞれ

に沿ったデーンツイストを標準的デーンツイストとい

い，んω，ゐあ。。1，んb。’，佑，と記す。

図2 平面的へ一ガード分解

∫を標準的デーンツイストの積に分解する一般的解

法は．Lickorishが最初に与えた（1），2），3））。しかし，

実際に解いてみると，それは専門的な経験と勘を必要

とし，分解は非常に困難である。ところで，任意の閉

3次元多様体は平面的へ一ガード分解を持つことを落

合は証明した4）。我々は自己同相写像を平面的なも

のに限れば，コンピュータで自動的に分解できるアル

ゴリズムを得られるのではないかということで研究を

開始した。種数2の場合については，極めて単純な分

解アルゴリズムを発見した5）。しかし，そのアノレゴ

リズムは種数が3以上の一般の場合には適用できな

い。我々はLickorishの方法にPSN，£circle，3交差

法などの新たなアイディアを導入して，「種数g≧3

の場合の∫を平面的へ一ガード図式で与えたとき，そ

れを標準的デーンツイストの積にコンピュータで分解

するアルゴリズム」を構築してきた（6），7））。本論文

ではそのアノレゴリズムの概要と，実際に3次元トーラ

スに適用した例について報告する。
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∫の標準的デーンツイストの積への分解手順

 （i）平面的へ一ガード図式の各P’をマウス入力で与

える。

 （ii）ψ（＾）毛H（f＝1，2，．．．，g）なるπを求め，Ψを

標準的デーンツイストの積に分解する。

 （iii）／＝ψ■1で∫を求める。よって／（ろ。卜1）＝P’。

∫を標準的デーンツイストの積に分解することはψ

を標準的デーンツイストの積に分解することであるの

で，この手順の主要部分は（ii）となる。

 これまで，平面的へ一ガード図式を図2の左図のよ

うに描いてきた。これは3次元表現で描いた図である。

この表面の2次元閉多様体凡はg個の穴のある浮き

輸のようなものである。これを図の底辺から切開して

2次元平面に広げた図を2次元表現図と呼ぶ。3次元

中蔀大学工学部紀要
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表現図は立体を意識した図であるが，2次元表現図は

裏側の面も表側に広げて表したという意味での利便性

を求めた図である。図5は後の例題で用いる3次元ト

ーラスの平面的へ一ガード図式を3次元表現と2次元

表現で描いた図である。3次元表現図での穴の部分ω

が2次元表現図では2カ所に表わされる。

3次元表現図
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図5 3次元表現図と2次元表現図
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 Ψの分解過程においてα、と交わらない単純閉曲線

2が生じる。即ち，2は次の性質をもつ。

 （i）1ρ∩α1－o （H，2，、．．，9）。

2もハから自然に導かれたPSNをもつ（図6下図参
照）。但し，ρは常に，点番号の最小のものを始点と

し，始点の次の点番号は終点の点番号より小さくなる

ように並び替えて標準化される。

p1

141321

10

定義：B線分
 2次元表現図での矩形ノ1〃ノ呂’ノ宮をB線分（basic line）

と呼ぶ。

ハ（j二1，2，．．，g）は次の性質を持つ。

（i）1ハ∩ω1＝1。

（ii）1ハ∩の1－0（1≠ノ）。

 2次元表現で，ハは＾を出発し，〃に至る向きを

持ち，始点と終点の近傍ではM！の線分に沿わせる。

コンピュータでのデータ処理のため，我々はハにPSN

（Point Sequence Number）と呼ぶデータ構造を与える。

その定義は次のとおりである。

定義：PSN（図6上図参照）

 （i）P、とB線分の全交点，全λ，全〃に，点番号を

振る。点番号はノ1を1とし，B線分上を時計回りに

進んだときの順序数を当てる。

 （ii）各P、の経路は＾から〃へ至る向きをもち，（i）

で定めた点番号列で表される。

 （iii）さらにハが出発点のんでB線分の内部に入る

か（i），外部に出る（O）かのin－Out情報を持つ。

o：1－2＿10＿12・14＿9＿3＿7＿4＿5 i：1＿2＿10＿12＿I4＿9＿3＿7＿4＿5

∩・フ．6．11．9．7．1フ        i：2－6－11－9－7－12

  図6 戸とgのPSN

3．主定理

3．1 Ψを求める方法

 次の補題が得られる。

補題1：1）のLemma1参照
ρ，gは単純閉曲線，レ∩g1＝1のとき舳岬（ρ）＝g。口

補題2
 伽、ん、（ハ）＝ω，加地洲（ω）＝ろ2’1（戸1，2，＿，9）。口

補題3
 Φ1＝π工1（伽柘’）とおくとΦ1（P’）＝α’。

Φ・一町1（〃αゐ…1）とおくとΦ・（α1）＝わ・j一㌧

 π＝φ。ψ1とおくとψ（ハ）＝あ。’一1（H，2，．．．，g）。

                       口

 補題3よりψ（戸、）：わ。、．1なる好は伽，ゐα，伽。’．1の積で

表された。んαと伽。’．Iは標準的デーンツイストであるが，

伽は標準的でないので，次に加、の標準的デーンツイ／

ストヘの分解を行う。

3．2 伽の分解

定義：片上のαとβ

 加．1土を＾から〃へ向かうとき，ハとろ。’．1の最初の

交点をα，次の交点をβとする（図7参照）。PSNの

中でαの前（後）の点をαム（o。）と記す。βについても同

様である。

 1）のTheorem lより次の補題が導かれる。

補題4：2交差法

（3）
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 1ハ∩ろ・卜11≧3のとき，1ハ∩ろ。’一11－1＝1ゐ（ハ）∩あ。卜11を満

たすデーンツイスト〃が存在する。但し，ゐ。’．FM、’。

 このときハがα，βで交わる向きは図7に示すよ
うに

  Case I：左に同方向，

  CaseI：右に同方向，

  Case皿：αでは左に，βでは右に異方向，

  Case1V：αでは右に，βでは左に異方向

の4通りある。さらに各CaseにおいてハがPIか

p’（’≠1，’≠g）かP、かによって3通りに分けられる。

合計12通りの各場合についての，〃とそのときの0

（＝ハ）から得られるrと沢のPSNは表1の通りであ

る。                     口

Case I     Case II     Case III   Case IV

≡圭圭圭圭
1‡‡享‡
表1 2交差法

図7 C砥eI，lI，皿，lV

Casc 乃 戸 PSN
I 加 戸1 0 ノ1一α一．1．一β一1．．一〃

α＝左 r α一．．．一β

β：左 R ノI一一．．．一ノ1’

P。 0 んα。一．．．一βトβ。一．．．4I1

τ α。一．．．一β凸

R ノ’一 ・．．、一〃

1P星 0 ノ里・α・、．．一β一．．、一ノ正一

r α一．．．一β

沢 ノー一．．1一ノI

n 加 Pl 0 ノI一α一．．．一β一．．．一ノ1’

α：右 r α一、．．一β

β：右 R ノI一一．．．一〃

P、 0 んα。一1．．一β・一β。一．．、一〃

τ α。一．．．一β・

沢 λ一 一．、．一λ・I

P躬 0 ノ篶一α一．．．一β一．1．一ノ埋’

τ α一．．、一β

沢 ノー一．．．一ノ1

皿 伽ゐω 月一 0 んα一．．．一β一．．1一ノ1I

α：左 τ α。一．．．一β一右

β：右 火 ノr一．、．一〃

戸。 0 ノ’・α。一．．1・β止一β。一．．、一〃

τ 左一α。一．1．一β。一着

R ん 一．．．一〃

戸星 0 ノ篶一α一．．．一β一．、．一ノ圧I

τ 左一α。一、．．一β
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1V 加伽’ ハ 0 んα一．．．一β一．．．一〃

α：右 r 存α。一．．．・β

β：左 R ノI一一．．．一〃

ハ 0 んα。一．．．一β・・β。・、．、一〃

r 沢一α。・．．．一β凸一左

R ノー ・．．．一〃

P埋 0 んα一．．．一β一．．．一ノ蠣’

τ α。一．．．一β一左

R ん一β一．．．一ノ圧I
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 補題4をP、に適用すると，ゐ（戸、）とM、’（＝ろヵ．1）の交

点数が確実に1個減る。このとき得られたRがろ。、．，で

ないとき，それを0と見なして補題4を適用する。

この反復を一0∩あ。’一II＝2になるまで続ける。その結果，

図8のどちらかの場合に帰着する。左図の場合は
0＝ろ。’．1となって終端に達しているが，右図のように

■0∩B線分I≠0のとき，さらに補題5を適用して，
0＝わ・1．1に至らせる。

補題5

 I o∩ろ。卜I■＝2かっ■0∩B線分I≠0のとき，0に補題

4を適用して，外0）＝わ・’一1とするデーンツイストみを

求めることができる。

「重1 電
図8 1ハ∩あヵ一11＝2の場合

補題6

 H（ハ）二あ万．1とするようなHを求めることができる。

                      口

 Hは下記のAlgorithm－Pによって求められる。

Algorit11m－P

P1．H＝’’一’，ノ＝l

P2．一片∩ろ。’一1一≦2かっIハ∩B線分I＝0のとき戸Fろ。’一Iで

終了。

P3．Iハ∩わ。HI≦2かつ■ハ∩B線分1≠0のとき，ん（ハ）

＝ろ洲にするデーンツイストんが存在する。P5へ進む。

P4．1ハ∩わ・1－ll≧3のとき，1ハ∩ろ・1－l1－1＝1ん（P1）∩わ・1－llと

するデーンツイストんが存在する。

P5．このとき得られたrを②，RをPヴとすると，

ん（ハ）…P町。但しんの一般形は表1より勿＝ゐρ亜±1ん、±1ρ。

P6．H＝ん十H， 戸FPサ。

P7．万十1．P2へ戻る。

 Algorithm－Pの概念図を図9に示す。

補題7：2）のLemma1参照

 HをκF→Fなる自己同相写像とする。ρ，gをF
上の単純閉曲線とする。このとき

 H（ρ）＝9なら乃、竺κ1乃。H。

  但し，1はイソトピーであることを示す。  □

補題8
 H（P、）≡わヵ．1なら伽、仁π1地、、．1〃。       日

よって伽’はHと伽、1の積で表される。Algorit㎞一p

より〃＝ん…舳1。勿＝伽ヴ±1ゐ。、±1ρであるので，Hばる②，

伽，伽Hとの積で表される。伽と伽Hは標準的デー

中部大学工学部紀要
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ンツイストであるが，々②はまだ標準的でない。次に

る②の標準的デーンツイストヘの分解を行う。

T
Pi q1
0
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RPi10

T
q2

上2

RPi20 T
q3
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の4通りに分けられる（図10参照）。

 表2はこれら16通りの各場合について，0（＝2）と

B線分の交点を減らすデーンツイストみの存在性を示

す。みが存在する場合は，12∩B線分ト2＝1ゐ（2）∩B線分1。

このとき，0から得られるrとRは共にα、と交わら

ないρの性質を有する。           口

B線分   B線分   B線分   B線分

  図10 α，β，γと穴の位置関係

図9〃を求める概念図

3．3ん②の分解

定義：0土のα，β，γ

 ノ1から時計回りにB線分上を進むとき，2とB線

分のある交点をα，次の交点をβ，その次の交点をγ

とする。PSNの中でαの前（後）の点を。鮎（o・）と記す。

β，γについても同様である。

補題9

 2はα，βでB線分と常に交互の向きで交差する。

                       □

 交点α，β，γと穴の位置関係から交点数を減らす

ためのデーンツイスト刀を求めるために，我々は次の

補題を導いた。

補題10：3交差法

 1ρ∩B線分1≧3のとき，ρとB線分のα，β，γ

での交わり方は，2がαでB線分に対してinの方向

に交わるかOutの方向に交わるか，さらにそれに続く

PSNの中でのβ，γの出現順序により，

 Case V：αでin，α，β，γの順序，

 Case VI：αでin，α，γ，βの順序，

 Case W：αで。ut，α，β，γの順序，

 Case㎜：αで。ut，α，γ，βの順序

の4通りに分けられる。さらに，各Caseはハンドル

体の穴がB線分上でどのような位置関係で存在するか

により，

 1）αβ間，βγ間に共に穴が存在しない，

 2）αβ間に穴が存在し，βγ間に穴が存在しない，

 3）αβ間に穴が存在せず，βγ間に穴が存在する，

 4）αβ間にもβγ間にも穴が存在する

表2 3交差法

Case 乃 PSN
V 1），2） 加 r γ■＿一α凸
α1in 沢 α一．．．・β一γ一．．．一ω一β一．．．一γ占

01．．．一α一．．．一β一．．．一γ一．．． 3） τ γ＾．．・α

沢 α一．．、・β凸一γ一．、1一α一β一．．．一γ

4） 交点数を減らせない

珊 1），3）
一I

ﾁ r α．＿一γ凸
α：1n R α一．．1・γ・一βポ．．．一α・一γ・1．．一β
01．．．一α一．．．一γ一．．．一β一．．． 2） r αo．。。一・γ

R α一．．．・γ一β一．．．一α一γ一．、．・β凸
4） 交点数を減らせない

V皿 1），3）
’1

V r ツ。一＿一α

α：0ut R α一．．1一β・一ツー．．．・α一β一．．．一γ
0：．．．一α一．．．一β一．1．一γ一．．． 2） r γ・一一．・α止

沢 α一．．．一β一γ一．．．一α・一β・．．．一γ出

4） 交点数を減らせない

㎜ 1），2） 加 τ αo．…・γ

α：Out R α一．1．一ツーβ一．．．一α一γ一．．．一β・
0：．．．一α一．1．一γ一．．．一β一．．． 3） τ α一…一γ占

R α一．．．・篶一βポ．．．一α・一γ一．．．一β
4） 交点数を減らせない

 証明の概略

 Case V皿の3）の場合について述べる（図11参照）。2

はαでB線分と。utで交わり，PSNの中でのα，β，

γの出現順序はα，γ，βである。補題9より，2は

α，γ，βでB線分と交互の向きで交わることが保証

される。この場合，rを図のようにとり，〃を施すと沢

は右図のようになる。αβ間には穴が存在しないので，

イソトピー移動でαとβの交点を消去できる。

 ところで，同じCase㎜でも4）の場合は，αβ間に

も，βツ間にも穴があるので，イソトピーで移動して

も穴が邪魔して，交点を消去できない。

（5）
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1・五グ
、、一〉                 ・

γ
●

．1児11
、

γb

 1   、、 ‘   、

図11C鵬V㎜の3）の場合への3交差法の適用

定義＝f－circle

 2がB線分上の穴と穴の間を高々1回しか交差しな
いとき£CirCle（五na1CirCle）と呼ぶ。

補題11

 2に補題10の3交差法を適用すると，

 19∩B線分ト2＝1ゐρ一（9）∩B線分iなる乃，ρ1，

ρ・（＝佃（2））を得るか，または2がトCirC1eとなって

いるかのいずれかである。

                      口

 Algorithm－Qは補題11の判別のアルゴリズムであ
る。

AIgorit11m－Q

Q1．ノ1を出発点として，B線分に沿って時計回りに進

み，最初のρ、との交点をα，以下，定義に従ってβ，

γをとる。

Q2．α，β，γに補題10の3交差法を適用する。

 ・CaseV～V皿のI）～3）のとき，0（＝ρ）よりみ，

 τ（＝q1），R（＝2。）を得る。終了。

 ・Case V～V皿の4）のときβ→α，γ→βにし，B

 線分をさらに進んで，次のgとの交点γをとる。

Q3．γが出発点のノ1を越えないときはQ2へ戻る。

Q4そうでなくて一回りしたとき，2は長。ircleであ

る。終了。

豊行，趨一娼

 Algorithm－Rは補題12を実現するためのものであ
る。

Algorit1m－R

R1．2に補題11を適用して乃，21，2・を得る。但し

んρ1（ρ）＝92。よって伽二価1－1伽、伽Iを得る。

R2．ρIがfcirc1eでないなら，2Iを2としてRlを行

う。gユが£circleでないなら，g。をgとしてR1を行
う。

㎜．全ての②，ρユについてこれを繰り返して，図12

のようなデーンツイストの漸化的二分木を得る。この

二分木の枝の先は£CirCleである。

R4．加はこれらの£circleに沿ったデーンツイストの

積で表現される。

 補題12により加は企。ircleに沿ったデーンツイス

トの積で表されることがわかった。次にfCirCleに沿

ったデーンツイストを標準的デーンツイストの積への

分解を行う必要がある。

           T       T
   Q    ρ1   Q11
     0

ゐ

Q1

Q2

ゐ

qll

Q12
R

R   T
Q21

  0

 2が£circleでないとき，補題11より，21とgユを

求め，補題7よりん2＝乃ρ1IIん2、わ21が導ける。即ち加は

伽，と他で表される。g1および2。とB線分との交点

数はρのそれよりは少なくなるので，ρIおよびρ。は

2よりも単純化された閉曲線である。◎（1：1，2）が

ト。irc1eでないとき，各Qをρと見なして補題11を

適用し，さらに単純化された2Iとρ。を得る。次の補

題が導かれる。

補題12

 2がf－circleでないとき，伽を企。irc1eに沿ったデー

ンツイストの積で表わすことができる。     口

図12 デーンツイストの漸化的2分木

3．4 f－ci rcleに沿ったデーンツイストの分解

 ト。ircleにこれまでの2交差法や3交差法を適用し

て，これ以上，B線分との交点数を減少させることは

不可能である。しかし，£CirCleはハンドノレ体の穴と

穴の間を高々1回しか通過しないため，かなり単純化

されている。その亡CirCleの全個数は種数の数により

決まる有限個数である。組合せ論的に数えたところ，

種数が3，4，5のときの£circleの個数は表3のとおり

である。種数が増えると飛躍的に個数が増えることが

わかる。

表3 f－circleの個数

種数

個数 53

4

434 4297

中部大学工学部紀要
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平面的へ一ガード図式の接着同相写像の計算機による分解

 fcircleのPSNは自動的に得られるが，これらに沿

ったデーンツイストの標準的デーンツイストヘの分解

の自動化はまだ実現していない。

 図13は種数3の場合の全正。irc1eを示す。

種数3の£circleに沿ったデーンツイストの標準的な

デーンツイストヘ分解についてはLickorishの方法2），

49

3）により，手計算で求めた。その結果を表4および表5

に示す。よって，種数3の場合については，最後の

fCirCleの段階で表参照法により完全に接着同相写像

の分解が実現できる。

1］o12－4            2］o：2－4－6－8

コ 曽
3］o：2－4－6－8－10－12

籔
7］o：2－4－7－9          8工。：2－4－7－lO
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笥 埴
ミ
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も 融13］o12－5－7－10        14］o12－5－8－10

10］o：2－4－8－10         11］o12－5

団
1210：2－5－7－9

如
1510：2・6

司
書 Φ 冒19］i＝2＿4＿6＿12＿10＿8     20】i＝2＿7             211i＝2＿4＿6＿9

あ
25］i：2＿4＿6＿10

め
31］i：2－5－8－10

26］i＝2＿4＿l O＿8＿6＿12     27］i＝2＿4＿7＿10

β
32］i12－6－8－10         33］i：2－4－6－8－10－12

ぬ

16］i＝2＿4＿6＿8        17エ。：2＿8＿6＿4＿10＿12    18】o＝2＿6＿8＿lO

㊤22］i＝2＿4＿7＿9

貫37］o：3－5－8－10

Φ
381013－6            39］o13－6－8－10

ε 項
44エi＝3＿5＿8＿10       45】i：3＿6＿8＿10

28］i：2＿5＿7＿10

43］i＝3＿5＿7＿10

胆

〆
貨

4610＝4＿6

図49］o：4＿8
床

50］i：4－6－8－10         51】o：5－7

工
迦

52二■o：5－8

島 口 裏

軍
23］i：2＿5＿7＿9

29］i＝2＿4＿8＿10

団
35］o13－5－7－9

内
41】i＝3＿5＿7＿9

饒47］o：4＿6＿8＿10
ブ

24］i＝2＿8

辺30］i＝2＿8＿6＿4＿I0＿12
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53］o＝6－8

印

噴
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図13種数3のときの全ト。ircleとそのPSN
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表4 ト。ircleに沿ったデーンツイストの分解

伽1＝乃刎

加rげ・・（ly・・（2ル（2））一1乃。∬・・（1γ・・（2加（2））

他1一σ・・（1γ・・（2γ・（1γ・（3）ジ1乃〃・・（1γ・・（2γ・（1y・（3））

伽r（乃・（リ・・（1））一1局。1（乃・（1伽（2））

ゐ・1一ぴ・・（リ・（1）〕一Iゐ。〃・・（1γ・（1））

乃・1＝加・1－I佃1加・1

桁rσ・・（1γ・・（2γ・（1）戸・・（2））■’乃〃・・（リ・・（2y・（1）F。。（2）

佃寸・・（1γ・・（2γ・（1））一’片刎げ・・（1γ・・（2γ・（1））

加rぴ・・（1γ・・（2γ・（1γ・（3））一’乃〃・・（1γ・・（2γ・（ly・（3））

ゐmr（F・・（1γ・（1））一1〃。I（F・・（1ゾ・（1））

伽1H∫・・（1））一1ゐ〃・・（1）〕

局1・］一び・・（1γ・・（2同3））’1乃”1げ・・（1γ・・（2）＾（3））

伽・rげ・・（1γ・・（2）F・・（2γ・（1））■1乃σ1び・・（1γ・・（2）F・・（2γ・（1）

伽・rげ・・（1γ・・（1））一㌦。1げ・・（1γ・・（1））

力1・1一び・・（1γ・・（2））一’ゐ。Iげ・・（1γ・・（2〕）

乃1・1＝げ・・（1γ・・（2）F・・（2））一1〃。1げ・・（1γ・・（2）乃・（2））

伽・rび・・（1γ・・（2）F・（2）ゾ’乃。1げ・・（ly・・（2）凡（川

伽・］＝げ・・（1γ・・／2γ・・（2））一1乃。〃・・（1γ・・（2ゾ・・12））

伽・Fげ・・（1γ・・（2州2）ヅ1〃。Iげ・・（1γ・・（2脚2））

加・］一（F・・（1））一一ゐ。I（F・・（1））

加1r（F・・（1〕乃・（川一1局。1（ρ・・ll）乃・（1））

乃・・】一晩・（1淡・（2）F・・（2γ・（3）〕一Iゐ〃・・（1γ・・（2）F・・（2〃3））

加・1一げ・・（1γ・・（2〃3））一1乃。∬・・（1γ・・（2γ・（3））

乃241＝乃。1

ゐ・・r（F・・（リ・（2）〕■I乃。1（F・・（1川2）〕

加・】一物（｝・（2州1）F・（3）プ乃刎げ・・（1γ・・（2）F・（1）F・（3））

加・1一げ・・（ly・・（2）凡（1））■’乃。〃・・（1γ・・（2冊1））

乃・・1一代・（1淡・（2州1γ・・（2））一1局〃・・（1γ・・（2）F・（1γ・・（2））

乃・・r（乃・（1）F・（1））一1ゐ。1（F・・（1同1））

加r乃伸一I加・1加O］

加1rげ・・（1）乃・（1）丁1局。Iげ・・（1）F・・（1））

加・1寸・・（1γ・・（2）職2））一1〃。1（／・・（1γ・・（2）月・・（2））

加・1一胸1脚2）F・（1）F・（3））■一局刎び・・（1γ・・（2）F・（1）F・（3））

佃4rん2．

加・r（F・・（2γ・（2））一1ゐ。〃・・（2γ・（2））

加・r（F・・（2）F・・（2）ヅ1ゐ。。（F・・（2）乃・（2））

地7r加2
地・rげ・・（2）〕一Iゐ。〃・・12））

加・rび・・（2γ・・（2））一I乃。〃・・（2γ・・（2））

乃何一げ・・（2γ・・（2〕ブ1加。げ・・（2γ・・（2）〕

加1】一げ・・（2州3）〕一1乃。〃・・（2）F・（3））

仙2r伽I
加・r（戸・・（2γo・（2）ヅI乃。〃・・（2γo・（2））

仙4rん2
加・rび・・（2）ハ。・（2））■1〃。〃・・（2）月・・（2））

佃61＝乃。3

加・r（F刀（2γ・（3））l1片。。（戸・・（2γ・（3））

仙81＝伽
加・1＝（F・・（2）F・・（2））一1乃。。（F・・（2）戸・・（2））

〃・・1＝（F・・（2γ・（3）〕一1ゐ。。（戸・・（2γ・（3〕）

乃51r乃。］

乃・・1＝（F・・（2））一’ゐ。。（乃・（2））

乃53rん2

豊行，趙 一娼

表5 〃，．F，∫

加’一価、．1局。、伽、．訪。’2伽’．弘。’伽。’．1

＾（1）＝伽1．1一一ゐ刎．物。’．1－1プ4一（ゴ）

月02（1）＝乃凸・ん’地2’。2－1乃α

乃・（1）＝伽。’。。一1ゐ舳一’伽〃。’一1

F2・（1）＝柘伽’II乃刎。1乃凸。’。。

F23（f）＝伽’、1－1価’．1乃。’、r1局。’■1

F32（j）二価’．一乃σん州一1ん側

伽＝伽仇伽’2妬’2伽。仇’伽。，2

F5（ゴ）＝伽1－1〃伽カー一プ5■1（1）

／02（1）＝ゐ初一1乃。’一1伽’。。乃。’l1

∫20（1）二刀物・・伽。1伽r1乃。’

！22（1）二局α一1伽ん’。1－1伽’。。一I

／23（j）＝泊ろ洲伽カ．1－1乃州乃σ

／32（1）＝乃肋．r1乃。’■1ゐあ。’。1乃。’一1

 次に，本論文での主定理を示す。

主定理

 平面的へ一ガード図式の接着同相写像！は標準的デ

ーンツイストの積に自動的に分解できる。

 但し，戸ψ■1。 ψ（ハ）＝ろ・1－1（H，2，．．．，9）。

 £CirC1eに沿ったデーンツイストは標準的デーンツ

イストの積で表参照できるものとする。    口

 本論文での議論は，最後のf－circleの標準的なデー

ンツイストヘの分解を手計算で作成した表参照という

条件下で，一般の種数についても適用できる。よって

fCirCleに沿ったデーンツイストの標準的デーンツイ

ストヘの分解の自動化が今後の課題として残された。

4．3次元卜一ラスペの適用

 3次元トーラスは種数3のハンドル体をその表面で

貼り合わせたものである。その基本群は

∬1（r3）＝1α，ろ，・lpl：・ろ・．1ろ一I＝・，P・：・一I・一I・・＝・，Pl：αろ■1・■1わ＝・／

で与えられる。その平面的へ一ガード図式は図5に示
した。

例：3次元トーラスのへ一ガード図式において，

ψ（ハ）＝ろ。’一1（H，2，3）なるΨを求める。

本アルゴリズムによる解法
 補題3より，π（戸．）＝¢コφI⑦）＝わ。’一1（1＝1，2，3）。

 イ旦し，Φ1＝乃杓んα］伽2ん2伽1んα1，Φ2二ん3伽5ん2伽ヨんI地1。

伽以外は標準的デーンツイストであるので，伽につ

いて分解する。代表として伽について示す。

 図5の2次元表現図から戸・を取り出す（図14参
照）。戸。はαで左，βで右に交差するので，Case㎜でハ

（1≠1，5≠g）。0（＝P・）のPSNから，表1を参照して，r

（＝ρ。1）とR（二P．1）のPSNを求める。PSN上でイソトピ

ーの処理や，番号振り替えの処理をして，2・1とハ1
（＝わコ）のPSNを得る。

 乃⑫1一一ん・（P2）＝あ3より伽2＝（乃g、、一Iゐ。，プ地3（切。I－1ん。，）。

中部大学工学部紀要
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H2

平面的へ一ガード図式の接着同相写像の計算機による分解

α＝左，β＝右→Case皿

0手1P

 2
二A一α一．．、．．．．．．．、．．．、．．．．．．．．．．一β一λ一

 2 α         ろ 2
宮i：ユ3－3－9－11－2－14－12－8－5－6

 iOi Oi O iOiO

0司21

0て21
＝o：2－11－9－3－15－13－5－8－12－16

 0iOiOiOiOi α   β   γ

51

1  I    l11O

乃ρ・1乃・・ギ。1

嶋1

円21

remmbering

｝

renumberin

15 12

116 4131110

回21
一左一αα一…一β声
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renumbering
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nO㎜aliZing
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図14 ハの分解

6    7

131

111O

α＝℃ut，α，β，γ→Case V皿一3

15 131
14 1110

伽。。一 R司2

6      7

12

6  14 1 l lO

isotopy

下司22

renumbering
nOrmaIiZe
     18

口

12

 次に伽。1を求める。図15に示すように，ρ・1はαで

。ut，PSNにはα，β，γの出現順序で現れるので，Case

V皿，しかもβγ間に穴があるので，3）の場合である。0

（＝2・1）のPSNから，表2を参照して，r（＝2・・）と沢（＝2・1）

のPSNを得る。イソトピー移動の処理や，PSNの番
号振り替え，標準化の処理をして，他・一一（221）＝g23の

ρ。。とρ。jのPSNを得る。2。。，ρ加は図13よりセ。ircle

18］，40］であるので，ん②1＝ゐ181ゐ40】仙8］一1。

よって 伽＝（仙81伽O1■1ゐ18］一一ゐ。，プ仏（ん18工伽Oユ■1佃8ゴIん、、）。

 ん］は，表4，表5より標準的デーンツイストの積で

表されるので，伽。は標準的デーンツイストの積で表

された。

 他も同様にして，

 加1一（加81加ψ38ゴ1ゐ。，’’）I’伽（佃81ゐ211乃381－1ゐ、，一1）

14 1110

isotopy

㌫
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騎 40］
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図15②1の分解

伽・一（ゐ1・1一’加・1■’伽・1ん、）一’伽、（ゐ1・】一ゐ・・］一1伽。ψ。、）

を得る。最終的に，ψは，実に324個の標準的デーン

ツイストの積で表された。よって∫＝ψ一1より／が標

準的デーンツイストの積で求められた。

経験論的解法

 同じ3次元トーラスの問題において，我々はその経

験と勘で直接的に解いたところ次式の結果を得た。
Ψ一価，伽，伽、2伽・1伽・1■1伽・1－1加・1一一価・】伽・1－1。

標準的デーンツイストに換算すると，98項の短さで

（9）
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ある。

坂田 宜子，落合

5．結 論

 種数gの平面的へ一ガード図式を与えたとき，その

図式から定まる接着同相写像を標準的デーンツイスト

の積にコンピュータを用いて分解するためのアノレゴリ

ズムを構築した。一般的方法はLickorishが最初に与

えた。しかし，実際に図式を与えてそのように分解す

るには，専門的知識を駆使して，経験と勘に頼って

Lickorishの手法のいくつかを組み合わせて適用する

必要がある。それは，その場限りのエクセレントな解

を見つけることは可能であるが，誰でも解けるという

ものではなく，コンピュータシステムとして実現でき

るものではない。我々の提案した手法によったコンピ

ュータシメナムは，平面的へ一ガード図式の接着同相

写像の分解，ひいては3次元多様体の分類研究に有効

である。

 しかし，またいくつかの問題点を残している。全体

的には一般の種数に対応したシステムであるが，最後

のfCirCleに沿ったデーンツイストの部分が不十分で

ある。£CirC1eの列挙は組合せ論的手法を用いて求め

ることができるが，それに沿ったデーンツイストは人

手に頼っている。種数3のときはfcircleの数も少な

いが，より大きな種数になると，人手での解決は，労

力だけの問題というより，ミスの混入という問題が生

じる。また，3次元トーラスの経験論的解法での分解

項数と比較しても，我々．の方法はまだ改良の余地があ

ることを示唆している。

豊行，趨 一娼

 fCirCleに沿ったデーンツイストの自動分解，分解

項数の削減といった点を，今後の研究課題としていき

たい。
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