
【中 部 大 学 工 学 部 紀 要 第27巻 1991年12月 】

                                                                                             73

                           均 質 等 方 弾 性 体 の 動 的 Mindlin の 問 題

                                 勅 使 川 原 誠 司*,松 岡 理*

                   Dynamic Mindlin Problems for a Homogeneous,

                                Isotropic, Elastic Medium

                          Seiji TESHIGAWARA*,Osamu MATSUOKA*

                                    (Received May 15,1991)

                  The present paper deals with the analysis of a semiーinfinite homogeneous,

              isotropic, elastic medium subjected to vertical and horizontal harmonic point

              forces in its interior. It may be called dynamic Mindlin problem.

                  In general, theSe solutions are obtained by superposition of a composite

              solution and a homogeneous one. A composite solution is derived from a

              fundamental solution which is called a dynamic Kelvin's one1 This fundamental

              Solution is very difficult to show by elementary functions because the soluti0n

              repreSents a semi-infinite integral expression.

                  So we considered the following method of analysis・Leaving the semi-

              infinite integral expression for this fundamental solution as it was, we made

              the boundary equations on the plane boundary of the semi-infinite solid. From

              the integrand of this equation, we determined an unknown constant of the

              fundamental so1ution・According to this analytical method, we can easily obtain

              dynamic Mindlin solutions without carrying out the inverse integraI

              transformation. Furthermore, resulting solutions heve the advantage of directly

              deriving a dynamic Boussinesq's and a dynamic Cerruti's solution when a point

              force acts on the surface. In addition, this method is successful for the analysis

              of an anisotropic medium.

 1.序

構造物と地盤の動的相互作用の問題は,耐 震設計にお

いては重要な問題であり,多 くの研究がなされている。

特に点加振力に対する解析解は,動 的相互作用問題にお

ける基本的な解として用いられており,地盤表面での加

振に対しては基礎の振動解析等に,地 中内加振に対して

は地中構造物,杭 等の解析に生かされている。本研究は

この内,地 中内に点加振力が作用した問題の解を新たな

方法で導き,既 往の研究1)よりも簡便で,利 用 し易い形

の解析解を示すことを目的としている。さらにこの解析

方法によれば,基 本解が複雑な半無限積分を含む異方性

地盤に対する同様の解析が可能となる利点を有するもの*建 築 学科　(Department of Architecture)
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である。解析ガ去の概略は以下の通りである。

 半無限均質等方弾性体内に静的集中力が作用する問題

は，三次元弾性体に対し，ひずみ核の合成と重ね合わせ

によりMind1inによって解かれたため，Mindlinの問

題と呼ばれている2〕。後に最上3〕は積分変換によって同

じ問題の解を導く方法を示した。このMind1inの問題

を動的外力に対し解析したものに松岡他ユ）の研究があ

る。松岡の方法は，無限体中に動的外力が作用するいわ

ゆる動的Ke1vin解を用い，斉次解との重ね合わせでこ

の問題の解を初めて示したものである。この解析では，

基本解である動的Ke1vin解を，積分変換を用いて無限

積分を含まない初等関数表示で求め，動的Ke1vin解よ

り得られる合成解と斉次解で解き，最終的には，積分逆

変換を行って求める形とするものである。

 著者らの方法は，Ke1vin解より得られる合成解を半

無限積分の形に置き直して静的Mind1inの解を求めた

最上の方法に注目し，合成解を半無限積分表示のまま用

い，斉次解との重ね合わせにより，境界条件式の被積分

関数項のみで斉次解の未定係数を決定するものである。

この方法によれば，積分逆変換を行う必要なしに求める

解が得られることになる。

2、動的Kelvin解

等方弾性体の運動方程式は次式で与えられる。

δ｛ゴ，｛十月（κ父z）＝ρ勿ゴ（ク＝1，2，3）    ・（1）

誠司，松岡 理

 σゴ＝F〃互［m｛］

  一一∬∫・1（舳・）・w＋左…舳荻舳

 m｛＝F〃、一1［σ毒］

    3  oo
一（÷）∬∫騎（い・，・・）・一1（舳仰〕

          ・励。励。励3
・（3）

なるFourier逆変換を考える。また

∫∫∫δ（舳・）・w舳十左12）荻似・一1

となるので，々。2＋后22＋后。2＝K2とし，（2）式の両辺を

三次元Fourier変換すれば，ひに関する連立一次方程

式を得る。

αK2＋β為ユ2一ρω2「

   β后。后。

   β尾、々3

   β后。后。

αK2＋β々22一ρω2

   β尾。々。

、糾；1∵／ll／一ぼ∴）

，クは樹票タでの微分，・は時間。での微分，ρは密度を表

し，直交CarteSian座標である。

 原点において，C＝0で兄e”δ（κ北2）の定常点

加振力が作用した場合，（1）式の運動方程式は次式で表さ

れる。

これより

σ1＝

σ2＝

X1 β尾1（后1X1＋后2×2＋后3×3）

（αK2一ρω2）

  X2

（αK2一ρω2）｛（α十β）K2一ρω21

β后2（后1Xl＋后2×2＋々3×3）

Lα△十βユ）∬2一ρD工2    βD”Dひ  βD工D砂    α△十βD砂2一ρD士2

  β・D”・D、      βDμD、

σ3＝

（αK2川ρω2）

  X3

（αK2一ρω2川α十β）K2一ρω21

β冶3（尾1X1＋后2×2＋々3×3）

（αK2一ρω2） （αK2一ρω2）1（α十β）K2一ρω21

・（5）

∴㌧」／1＋一／111111；lllll／

α＝亙／2（1＋レ），β＝亙／2（1＋ソ）（1－2レ）

△＝D．2＋D砂2＋D，2

 亙，レは弾性体のヤング率，ポアソン比である。

今，（2）式の変位を mF m｛（κ父z）e”とおき

・・
i2）

ここで

1一
i■3 X／、÷；；；機尚（・）

なるポテンシャルを導入すれば，（5）式の逆変換は

m一・一1（α十β）△一ρ州肌十βD、（D工Xl＋ルX。十D，X。〕∫

m2・■（α十β〕△一ρ州騰十β州D工Xl＋ルX。十D星X3）∫

m。・一1（α十β〕△一ρ州肌十βD、（D工Xl＋几X。十D，X。〕∫

・（7）

（2） 中部大学工学部紀要
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となる。（6）式のポテンシャル∫は，留数定理等を用いて

積分を行えば，最終的には次式で表すことができる。

1一一
q（1、β）∫1（÷e1子）（讐！）荻

ここで

・＝η2＋ツ2，R2＝々、2＋々。2

・（6’）

C1＝ノR2一ρω2／α， 02＝ノR2一ρω2／（α十β）

であり，ノα／ρはS波，ノ（α十β）／ρはP波速度に相

当する。

 以上によって，基本解である動的Ke1vin解かで7）式の

様に求められた。しかし，（6’），（7）式からわかるように，

動的Kelvin解は半無限積分を含む形で示されている。

松岡他はポテンシャルを積分変換を用いて初等関数表示

で求めたが，以降の解析をより簡便にするため，（6’）式の

ポテンシャルを積分表示のままで使うことにする。それ

は静的Mind1inの問題を合成解と斉次解の重ね合わせ

で解いた最上の方法3〕が応用できるからである。最上の

方法は，無限体中の原点に静的荷重が作用するKe1vin

解を基本に，原点から±f離れた位置に仮想外力を働か

せ，両者の合計を合成解とするものであり，境界面での

力の釣合式を半無限積分式のままで表示し，被積分関数

部分のみで斉次解の未定係数が決定できる利点がある。

 3．斉次解

（2）式で表される運動方程式において，荷重項がゼロと

なる斉次方程式を考える。（2）式左辺の係数行列を求める

と

det＝（α△一ρD主2）2｛（α十β）△一ρD．2…    ・・（8〕

となる。

（α△一ρD亡2）ぽ、，H。，∬。ド＝0

｛（α十β）△一ρD，21｛K1，K2，K3三丁：0   …（9）

を満足するポテンシャル払＝払e伽，凡＝凡e伽を

用いれば斉次方程式の解は

；ハ・D工2κ1＋（〃十0，2）Hl＋D工Dμ2－H2）十刀工D、（Kザ払〕

批2・D工Dパ1－Hl〕十D．2K2仙工2＋Dミ2）H2＋D．Dミ（K3－H3）

捌3・D工刀ミ（Kr∬1）十D〃、（KゼH2〕斗0，2K3＋（D工2＋刀〃ヨ

                    …（1①

と求められている1〕。そこで動的Ke1vin解を求めたと

同様に，ポテンシャル風，凡に関して

広一F工、［仏1一∫∫払・榊十舳批め

瓦一F工砂［K｛1一∬K｛・州舳汝め

           2 oo
弘一同列一（■∫凧・刊州舳

           2 oo
・1一ポ［利一（■∫μ一州舳・

                      ・（ll）

なるFourier逆変換を仮定する。（8）式をFourier変換

し，得られる微分方程式の解及び無限遠で変位，応力が

ゼロとなる物理的条件を考慮すれば

Hゴ＝んグ。12，KF見〆22
・（12）

となり，（1武を逆変換すれば，ポテンシャルは次の様に

示される。

弘一 i÷）μ・一1・ハ（州荻

                     ・（13

K・一 i去）ズ・〆ル沢）〃沢

以上によって，動的Ke1vin解，斉次解が求められたの

で，動的Mind1in解を求めることにする。

 4．動的Mindlin（I）の解

半無限弾性体内の一点に，垂直方向に定常な点加振方

月e”が作用する動的Mind1in（I）の問題の解を，合成

解と斉次解の重ね合わせで解くことにする。

 この問題を解くため図一1に示すように，z軸上に原

点から±f離れた位置に仮想な外力士Pe”が作用した

時の解は，（7）式の動的Ke1vin解において，X。＝X2＝

O，X・＝Pe圭ωtとすれば求めることができる。この解を

合成解（■〕とすれば z＝0の境界面では最上，松岡他の

文献より静的，動的荷重ともにσ、、≠0，σ、、＝0となるこ

とから，合成解より得られる境界面での応力を円筒座標

（乙θ，2）を用いて次のように置くことにする4）。

・一1…一㌣ハ・1・・〆

           町。（炊）a児
一（2αR2一ρω2）e■c2∫｝     2

δ、、1、一。＝0

ρω

・（14）

（3）
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 次に斉次解（＊）を，Z軸方向に力が作用する場合の動

的ポテンシャルH3，K3を用い，∬。＝H2＝K、＝

K。＝0として求めれば（1①式の関係より，境界面での応

力σ茗、＊，σ呂、＊は

1ル・÷小1－／）…（1・／）・れ・・

           一2αclR2ん1則（州荻

1ル・古ハ1・・2・・一（・2・・12州2舳搬

・個

ところで，Mind1in（I）の問題は境界面z＝0でσ、、＝

σ、、＝0となることから，この境界条件によって斉次解

の未定係数ん，B3を決めることができる。（1φ，（1㊦式

より

σ、、1、一。＝6、、1、一。十σ、、＊1、一。

一字ハ・1…利

一（2αR2一ρω2）eイ・つ
町。（炊）荻

誠司，松岡 理

ρω2

・甘［1（1一β）…（1・β）・月・…

＝0

一2αc．R2λ。］〃。（炊）硯

m＝m＋〃＊

 月eω。π、（、十β）ズ［1（1・β）R2一ρω2｝

・／e÷）一e÷／

              町。（疵）♂児
一αlC．e■c・（z一∫LC．e－c・（2一∫〕口

              （C．2－C．2）

   Pe｛ωf
＋。πα（、。β）ズ［1（α・β）R2一ρω2≡

・／e÷一÷）／

一αlC．e－c1（2＋∫LC。パ・（z＋∫〕口

σ、、1、一。＝6、、1、一。十σ、、＊1、一。

一。毒ハ…2・・

＝0

町。（〃）倣
（C．2－C．2）

上式より

ム＝一

一（沢2＋C．2）川R2∫、（〃）〃

2c．12αR2e－cl∫一（2α沢2一ρω2）パ1∫〃刎

・・
i1⑤

［（沢2＋c舳α一β）R2＋（α十β）c．21－4αclc．1ρω2

一点（・舳札児・ん州∫・（炊）搬

   Pe”一。π、（、。β）ズ［1（1・β）R2一ρω2｝

・lC．e■c・（茗一∫）一C。グ。・（2一∫）

  一C．e－c・（君十∫〕十0，e－c・（2＋∫〕1

一αC．C。引C，e－c・（2一∫〕一C。グ。・（2一∫〕

  一C．e■小十∫）十C．e■c・（2＋∫〕1］

  ・／、、、、（茅．、ノ）／ハ（州・

Pe｛ω・

。πズ［・…21・α尺2・イ’（2＋∫〕

  一（2α沢2一ρω2）e旧。・互e－c・∫1

－c。（R2＋c．2）12αR2e－c・∫グ。・2

  一（2αR2一ρω2）e凹。・（五十∫）1］

      〃。（炊）倣
   ［（沢2＋c12）1（α一β）R2＋（α十β）c．21－4αc1c．1ρω2

ここで上式を簡潔に示すため，S波速度をγτ＝π，

P波速度をγL：ノ（α十β）／ρとし，ω／γL＝Z，ω／

γr：ノとおけば，Cl＝ノ下戸一，C2＝ノア＝ア■と

なることから，最終自勺に

B3＝
（R2＋C1

 2c．2
ん

・・
i1の

・÷ハ（1・／）1…州一…利

一C．e－cl（州十C，e■c・（州1
収2－12

β口2一ノ2

一（÷）1…州一…州
 以上により未定係数が決定されたので，変位ω，応

力σ〃を求めると次のようになる。
一C，e’c・（2＋∫〕十C．e－c・（2＋∫〕1

（4）



↓』百舌竹→」司桃山｛止』（≡皇＾＾片■π．’』1・＾η、日日旦i百
均1貝守刀粋1土1手り釧則⊥｝■muImり固胆

4R2〃2－Z2
 （2児2一ノ2）2－4児2収2一ノ2ノ五2－Z2

・12児2e■c1（2＋∫L（2R2一ノ2）e1c・2e－c・つ

    2（2R2一フ2）2π2－Z2
＋
 （2R2一ノ2）2－4児2収2一ノ2／R2－Z2

  ・12R2e■c1∫eOc・2一（2R2一戸）グ。・（2＋∫〕口

上式において，ω→Oとすれば

77

（十）〃）荻

      …（1勧

・（ナ）〃）搬

       ・（21）

解の検算のため，（1③式においてf＝0，すなわち表面に

点加振力が作用する場合の解を求めてみると

・1…一一
h、2、しフつ。茉←フ。ノ沢し、

・し2地一。・2－2R3（e■c22－e■c’互）け。（〃）搬

                 ・（19

となり，既に示されている田治見の地表面点加振解5）と

一致する。さらに（蝸式において，ω→0，すなわち静的

加力とした場合の解を求めると

・1…・、、パ、㌧、［守・（烹｛）2・㌣8レ2

σ山・紛（H（用（云！）一（1一・・（麦！）

     3（2一！）3
    ＋
      札5

  12（21）プ（・十！）2一（3－4レ）（・十ゾ）3－18戸（・十！）

R．5

・30 ﾟ！）31

個

・（舳 @∫）2’24・6午”1

児12＝（・イ）2＋〆，R．2＝（・十！）2＋戸

となり，静的Mind1in（I）の解と一致する。

同様にして応力σ、、を求めると次式となる。

・（20）

σ・一一 ﾆ八州・州一刈
    一（・児・一戸）1・州一・刈1（十

                 ・∫。（疵）荻

・㍗［、2、ポ箒幕汀

となり静的解と一致する。

以上により動的MindIin（I）の問題が完全に解けた

ので，同様の考えによって動的Mind1in（II）の解を求

めることにする。

Peiωt

一f

O

Peiωt

X

Z

y

・12R2e－cl〔ε十∫L（2R2一ノ2）ε一。l’グ。・∫1

    （2児2一ノ2）2

（2児2一プ2）2－4R恢2一プ2ノ沢2－12

・l1・・｛札（1児・一ル列1

図一1 垂直方向の仮想外力

5．動的Mind1in（II）の解

Mind1in（II）の問題は，半無限体内の一点に境界面

と平行に水平方向の外力が作用する問題である。今，定

常な点加振力Qe”がX軸方向に作用するものとして解

を導くことにする。そこで図一2に示すように，仮想な

（5） 中部大学工学部紀要
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Qe舳

一f

O

Qeiωt

X

Z

y

図一2 水平方向の仮想外力

誠司，松岡 理

   ・叶）2舳一（宇）ハ（炊）口倣

の1＊ P尚一寸ハ1“1一（・2一・12）ん一1・・別

      …（青）1州）一÷〃）㍑沢

・側

 Mind1in（II）の問題は，境界面z＝0でσ・・＝σ、・＝

σ、μ＝0となることから，斉次解の未定係数ん，λ・，

3・を境界条件より決定できる。（23，C4）式より境界条件

式を求めると

σ、、1、一。＝6温呂1、一。十σ、、＊1、一。

一讐ズ［（一／）・1（…止・1・刈）

一α（α十β）02（C1e■c・∫一C2e－c・∫）］

外力をz軸上±f離れた位置に正の向きで作用させる。

この場合，力の対称性からz＝0面ではせん断応力が生

じないことから，垂直加振と同様，境界面での合成解

を，（7）式においてX1＝Qe伽，X2＝X。＝0として次の

ように置くことにする。

・山一2π先÷β）ズ［（α一β）（α沢・一／一・）

            ・（el÷一e1子）

  一α（α十β）（C．e’c・∫一C．e■c・∫）］

・（÷）（、÷、ノ）〃）倣

6、∬1、一。＝6、。1、一。＝o

・（23

次に斉次解は，問題に適するポテンシャルとして∬。，

K。≠O，∬3＝DエH3，H2＝K2＝K3＝Oを採用して

解くことにする。この場合，境界面応力は次式で表され

る。

1ルー点［11・・ん一・1・1・・ん

  十／）沢2・（1・／）舳1（÷）舳炊）荻

1｛尚一÷ズ［・1（・2一・12）〃∫・（舳・

一12c1ん一（沢2－cI2）ん一2c。別

         ・（つ（、ξ1・）〃）荻

 ユ・下ブ［・α・12ん一・1…2ん

一1（1－／）沢2・（α・β）・〃・1（刊舳疵）倣

＝O

σ、。1、一。＝6、”1、一。十σ、∬＊1、一。

一÷ズ［・・（正2一・・2）ん肌沢）搬

一12c、ん一（R2－c，2）ん一2c。別

・児・ 撃Q肌（〃）一（灼云ツ2）ハ（〃川沢

＝0

σ、。1、一。＝6、砂1月一。十σ、砂＊1、一。

＝0

一一諠n…λr（・2一・・2）ん一…別

…（青）凧（炊）一÷〃）1班

・（2㊦

従って㈱式の被積分関数のみの関係から，A，λ。，

（6）



3。は次のように求められる。

λ1＝0

λ3＝一
Qe｛ω工（2α沢2一ρω2）

均質等方弾1性体の動的MindIinの問題

（2αR2一ρω2）2－4α2c1o2R2

・／2αcユ。2e÷1ザ2一ρω2）e”／

31＝
2αQe”

（2αR2一ρω2）2－4α2clc2R2

・／2αclo2e利一宗声2一ρω2）eガ／

・（2⑤

 この結果を用いて水平方向変位mエを求めると最終的

には次式となる。

m工＝恥十m工＊

一1ン［（2岩岩戸

一（2児2一ノ2）e■c1互e－c・つ1

・（÷）1出）一（…11）〃）欣

（2の式においてf＝O，

めると

m工1∫一。＝

・・ﾂ
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すなわち表面点加振力の場合を求

箒小美；≒

」弓㌻三箒≠ξ≒中）1

・芋÷（…11）ズ［÷

・〃。（炊）〃

・ノi三言三μ黒チ寺｝）1

・肌（炊）班

    ・（2③

・lC。グ。l｛’イ〕一Clグ。・（五一∫〕

十C．e」c1W〕一Cle■c・＝2＋∫）1

一2（α十β）l c1eイ1（2イ〕一。2e Ic・（2一∫）

・…州一・／・刈（十）〃）倣

・箒㌦7≒河1・・ρ州

 Qe｛ω！
・。π、ズ

一C，e－c・（2I∫〕十C．e．ci（z＋∫LC1eIc・｛2＋∫〕1

（÷）（・・／11）州）搬

        （2児2一戸）［

ノ河1（2R212〕2－4R2仔〔アノア［アー1

となり既往の解5〕と一致する。さらに，⑫の式においてω

→0すなわち静的加力の解を求めると

・1…一、、パユ㍉、［宇・≠、・缶・レ

   ・美チ（1一修）

・4P是嵜）／1一、、（、｛、十。）／l

となり，静的Mind1in解と一致する。

■2脚ア［ア仔［ア■e皿。l∫e－c・’

一（2R2一ノ2）グ。1｛州1

・側

2R冊2一フ2

（2沢2一戸）2－4脚ア〔刊τア

       12R2π〔アーノ尺2－／2グ。l｛‘一∫〕

（7）

 6． まとめ

半無限均質等方弾性体内に定常な点加振力が作用する

動的Mind1inの問題を，動的Ke1vin解より得られる

合成解を，半無限積分を含むままの形で解くことができ

た。この方法によれば，既往の研究と比べて解析が一層

容易になり，簡潔な形で解析解を示すことができた。さ

らに，得られた解より簡単に表面点加振解，静的加方解

をも算出できることを示した。解析手法におけるこの利

点は，複雑な無限積分表示でしか与えられない異方弾性

体に対する同様の問題の解析を可能にしたことであり，

この種の動問題に対しては有効な解析布去と言える。

中部大学工学部紀要
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