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                ガ ラ ー キ ン 法 に よ り 求 め ら れ た 静 的 曲 げ 問 題 の グ リ ー ン

                      関 数 を 用 い た 振 動 解 析 法 の 精 度 に 関 す る 研 究

                          細 川 健 治*,野 村 俊 彰**,坂 田 敏 行*

   Accuracy of the Numerical Approach for Vibrations Using Green's Function

          for the Static Bending Problem Estimated by Galerkin's Method

               Kenji HOSOKAWA*, Toshiaki NOMURA**, and Toshiyuki SAKATA*

                                   (Received May 31,1990)

                 The purpose of this paper is to discuss the possibility of the reduction of

              computing time necessary for analyzing vibration problems of the combined

              system consisting of plate, beam, rnass, and damping materia1.By using the

              numerical approach proposed by the authors, one can analyze the vibration

              problems of combined systems-The approach requires the use of Green's

              function of the plate for the static bending problem. Then, it is neceSsary to

              estimate Green・s function in a shorter computing time・

                 First, in the present study, it has been attempted to eStimate Green's

              function for clamped e11iptical plates by using Galerkin's methodーNext, the

              free and transient vibrations 0f clamped elliptical plates have been estimated

              by using Green's function、 Numerical results showed that the accuracy of

              Green's function is not always sufficient, but that the accuracy of the reSu1-

              tant natural frequency and deflection of the clamped elliptical plateS is

              sufficient. Furthermore, it is very important to point out that the computing

              time for Green's function is extremely short in comparison with the case using

              the other numerical approach.

 1.緒 言

 板 に梁,ば ね,質 量,あ るいは減衰材等の要素を付加

した複合振動系の解析法 として,著 者等は板の静的曲げ

問題のグリーン関数 を用いる方法 を提案 した1)・2)。この方

法は,板 の静的曲げ問題のグリーン関数を利用 した離散

化運動方程式の誘導 と,固 有値問題の解法(自 由振動問

題の場合),連 立一次方程式の解法(強 制振動問題の場

合)あ るいは常微分方程式の直接積分法(過 渡振動問題

の場合)と に分けられる。後半の計算は既に完成された

計算法を利用可能である。従って,こ の方法では板のグ

リーン関数を精度良 く,か つ速く計算することが最大の

問題である。動的なグリーン関数に比較して,静 的なグ

リーン関数の計算方法は比較的単純であり,様 々な計算

法が発表されている。例えば,直 交異方1生等厚板に関し

ては,任 意形状の板のグリーン関数が計算可能である3)0
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この方法は選点法により境界条件を満足させ，関数の近

似はフーリェ級数によ1）行っているため，精度の良い計

算結果が得られるが，計算にかなりの時間を要する。

 本研究では，グリーン関数の計算を短時問に行う一つ

の方法として，試行関数を幕級数で近似するガラーキン

法を用いることを試みる。文献［3］の方法とガラーキ

ン法により，周虹固定された楕円板のグリーン関数を求

め，それらの値を用いて，周辺固定された楕円板の自由

振動問題および過渡振動問題を解析し，得られる解の精

度および計算時間を上撤検討する。

 2．理 論
 計算方法の詳細は文献1〕・2）’3〕に述べられているので，こ

こでは簡単に概要のみを説明する。

 板の中立面上に〃平面を考え，直交異方性板の弾性

主軸方向にκ，ツ軸を一致させれば，板の曲げ振動の基礎

式は式（ユ）で表される。

工（m）十ρ力〃＝σ… ．（ユ）

ここで，んは板厚，g（κ，ツ，才）は外力，m（κ，ツ，彦）は板の

たわみ，〃（κ，ツ、オ）は時間Cに関するたわみの2階微分，

ρは密度を示す。また，工（）は板の曲げ問題の微分演

算子であり，次式で与えられる。

       ∂4（）   ∂4（）   ∂4（）
 工（）＝D工 。十2∬  十Dツ 。
        ∂κ  ∂κ2∂ツ2  ∂ツ

                       ・（2）

ただし，ρ工，見Dツはそれぞ札板の曲げ剛さである。板

の静的曲げ問題のグリーン関数G（κ，ツ，ξ，η）は板の境

界条件および微分方程式

工（G）＝δ（κ一ξ）・δ（ツーη）・・ ・（3）

を満足する。ただし，δ（）はDiracのデルタ関数であ

る。すなわち，グリーン関数G（κ，ツ，ξ，η）は，格二戸点（ξ，

η）に単位荷重が作用したときの格子点（κ，ツ）のたわみ

である（図1参照）。

（η，ツゴ）

yろ

△SF△κ△ツ

△ツ

O α x   一α

@（ξ，η）」

@  （κ，ツ）  皿 一わ △κ

俊彰，坂田 敏行

 2．1離散化運動方程式の誘導1〕

 まず最初に，式（3）を用いて式（1）を積分方程式に変換す

る。次に，板を図1に示すように分割し，分割された微

小領域内では被積分関数が一定との仮定のもとに近似積

分を行うと，次の離散化運動方程式が求められる。

 m（々，y｛，オ）＝”（々，ハ，c）

   ∫
  一Σ〃（巧，ツバ）φ、（κわル年ツノ）△∫ノー・・（4）

   トエ

    ～＝1，2，3，……，∫

ただし，

 φρ（κゴ，ハ，巧，乃）＝ρんG（々，篶・勺，カ）…………（5）

        ノ
 勿（κ主，ル。）＝Σσ（巧，ツバ）o（κゴ，ルκノ，ツノ）△∫ノ

       ト1
                       ・（6）

また，△sは微小領域の面積であり，（均，北）は微小領域

の代表点の座標である。式（4）は時間Cのみに関する連立

常微分方程式であり，自由振動問題，強制振動問題およ

び過渡振動問題に応じて簡単に解くことができる。

2．2自由振動問題の解法1〕

固有振動数を求めるため，式（7）のように仮定する。

二（二㌃1））二㍍、）㎜（、オ）／ ・（・）

ただし，ωは角振動数である。式（4）に式（7）を代入すると，

振動数方程式は次式で表される。

図1 楕円板の分割法

d・tlδrω2ρ肥（κ川，κノ，yノ）△∫ノ1＝0…（8）

～，ノ＝1，2，3，・ ・，∫

ただし，δえ，ノはKroneckerのδである。

 2．3過渡振動問題の解法2〕

式（4）で表される離散化運動方程式に直接積分法の一種で

あるWilsonのθ法を適用すれば，時間（才十θ△f）にお

けるたわみの加速度〃（均，”，6＋θ△才）に関する連立一

次方程式が導かれる。

ノ                  ∫
Σん，〃（κノ，ツバ十θ△左）：3rΣC1，プ・ （9）
ト1                 ノ＝1

ト1，2，3，一・・，∫

  ただし，ん，ノ，夙，C三、ゴは時間Cのみにより決まるマト

（2）              中部大学工学部紀要
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リックスである。時間（オ十θ△才）の時のたわみの加速度

より，時間（c＋△左）の時のたわみの加速度，たわみの速度

およびたわみが1順次求められる。数値計算例では静止し

ている楕円板にステップ関数状の等分布荷重Q。が作用

する場合を解析した。従って，初期条件および荷重条件

はそれぞれ式（lO）および（ll）で表される。

m（κ，ツ，左＝O）＝あ（κ，ツ，C＝0）＝O・・

1：㌶ll；ll：㌫／・・

・（lO）

・・
ill）

 2．4フーリエ級数法（選点法）によるグリーン関数の

   計算3）

 文献［3コの方法を用いれば，式（1）および板の境界条

件を満足する静的曲げ問題のグリーン関数を精度良く求

めることが可能である。この方法は，図2に示すように

二辺の長さプ，∫の仮想長方形板を考え，この長方形板内

に多数の集中荷重尺を作用させることにより，求める境

界条件および形状を有する板の領域を仮想長方形板内に

出現させる方法である。この方法によれば，周辺固定さ

れた楕円板のグリーン関数G（κ，ツ，ξ，η）は，次の様に

表される。。

        K  L
 G（κ，ツ，ξ，η）＝Σ ΣW〃（ξ，η）

        為＝1’＝1

ただし，

・・i・（午）・i・（÷）

w。パξ，η）一λ〃（ξ，η）／γ左／

一（平プ…（平プ（÷）2

・へ（÷）1

・（1カ

・（13j

ψ1）÷・（午）罰・（Zlη）

・≠、・÷副・（午）㎜（Z…ろ！）・（ll）

また，座標（α｛，ωは，板の境界条件を満足するように作

用させる荷重尺の位置を示す。

 2．5ガラーキン法によるグリーン関数の計算

 グリーン関数を式（15）のように仮定する。

        ∫
 G（κ，y，ξ，η）＝Σん（ξ，η）ψ（κ，y）πmゾ …個

        ゴニ1

ただし，ん（ξ，η）は単位荷重の作用位置（ξ，η）により決

まる定数，m，mおよびタは正整数であり，mはmと乞

によ｝バ央められる。また，関数ψ（κ，ツ）は楕円の周辺で

固定の境界条件を満足する関数であり，次の様に表され

る。

        2    2
ψ（1・／）一 i÷・÷一1）2  ・州

ガラーキン法に従って，係数ん（ξ，η）を決める。すなわ

ち，

∫μ（・）一δ（κ一ξ）・δ（rη）1ψ（κ，ツ）刈抽一・

・・
i17）

  lm’，m’：O，1，2、…

式（17）を変形すると，ん（ξ，η）に関する連立一次方程式が

得られる。

≒、λル（ψ（／・／）州ψ（〃）｛切・

  ＝ψ（ξ，η）ξm一η”’ …………・……・…・…・……（18）

式（18）より求められるん（ξ，η）を式（15）に代入することに

より，グリーン関数が求められる。

／／

2ろ

〃
’＼

ｱ、ぐ）
ﾌ，η）

い
 ／．ノ

^＼
2α プ  λ

図2 グリーン関数の計算のための仮想長方形板

   3 計算結果

   3．1グリーン関数の計算時間および精度

   ．数値計算は周辺固定された円板および楕円板について

  行った。フーリエ級数法では選点数およびフーリエ級数

  の項数を変化させて計算した結果，選点数40，フーリエ

  級数の項数90×90項で精度の良い値を求め得ることが

  明らかになった。また，ガラーキン法の場合には表1に

  示す様に，1項のみ，1～3項まで，1～6項まで，お

  よび1～10項まで用いて計算を行い，その精度を検討し

  た。表より明らかなように，グリーン関数そのものの精

  度は1～10項まで用いても不十分である。しかし，後述

  するように，自由振動，過渡振動等の計算にはこの程度

（3）
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のグリーン関数の精度で十分である。そこで，グリーン

関数の計算には1～10項まで用いて計算を行った。上記

条件で板の内部を37分割した場合，グリーン関数の計

算に必要な時間は172．2秒（フーリエ級掬去），2．8秒

（ガラーキン法）である。また，板の内部を137分割し

た場合の計算時間はそれぞれ973秒および3．3秒であ

る。このように分割数が増大すればするほど，計算時間

の差は急激に増大する。

 3．2 自由振動

 表2は一次（∫＝1）および二次（∫＝2）の固有角振

動数ω、に及ぼす円板の分割数の影響を示す。フーリエ級

数法，ガラーキン法共に，分割数を増加させることによ

り急速に収束することが明らかである。また，その収束

値は文献［4コに示されている厳密値と良く一致してい

る。表3は板を137分割した場合の周辺固定された楕円

板の固有角振動数ω、の計算結果を示す。文献［5，6コ

俊彰，坂田 敏行

に報告されている値と比較して精度の良い値が求められ

ていると考えられる。

 3．3過渡振動

 静止状態の板にステップ関数状の等分布荷重Q。が作

用した時の板の中心のたわみを計算した（式（lO）および（l1）

参照）。また，時間刻みは△C＝2π／300ω1とした。た

だし，ω1は板の基本固有角振動である。図3は周辺固定

された楕円板の中心のたわみの時間応答の例を示す。図

より明らかな様に，左＝π／ωIの近傍でたわみが最大にな

るので，この時間における値でたわみの収束性を検討し

た。表4は周辺固定された円板に等分布荷重Q。が作用す

るときの円板の中心のたわみに及ぼす分割数の影響を示

す。表より，板の分割数を増加させることによりたわみ

が急速に収束することが明らかである。表5は時間C＝

π／ω1における楕円板の中心のたわみを示す。この表よ

り，いずれの計算法でも類似の値を求め得ることが明ら

かである。

表1 周辺固定された円板のグリーン関数
   G（κ，ツ，ξ，η）／（10■2α2D工）の収束性

   荷重の作用位置：（ξ＝一4α／7，η＝0），

       うナ書1」姿吏：∫＝I37 表3 周辺固定された楕円板の固有角振動数
   ω。／砺 分割数：∫＝137

座標（x，ツ〕 10，O） （4α／7，O〕（0，4α／7）

フーり工級数法    0．6128  0．1278  0，217ユ

        ユ項

      1～3項
ガラーキン法
      1～6項

      1～10項

二辺の比  フーリエ ガラーキン
               文献．［5］ 文献．［6コ
 α／ろ   級数法    法

O．6767    0．3069   0．3069

0．6767   0．0397   0．3069

0．6384    0．154！   0．2032

0．6384   0．1053   0．2032

1．0

ユ．！

1．2

1．4

1．5

フーリエ級数法：選点数40，級数の項数90×90

10．215

9．348

8．717

7．891

7．613

10．217    10．214    10．2ユ8

9．349      9．345      9．348

8．719    8．720    8．718

7．893     7，89ユ

7．6ユ5            7．613

フーリエ級数法：選点数40，級数の項数90x90

ガラーキン法：試行関数1～10項

表2 周辺固定された円板の固有角振動数

   ω、／砺の収束性

分害1」数   フーリエ級数法     ガラーキン法

 ∫   ∫＝1  ∫＝2  ∫二・1  ∫＝2

21

37

69

97

137

177

10．191

10．212

10．213

10．215

10．215

10．216

21．008

21．217

21．232

21．250

21．255

21，258

10．219

10，221

エ0．217

10．217

10．217

10．217

21．284

21．306

21．276

21．276

21．276

21．276

Q
宅

宇
』

＼§

α／ろ＝ユ．5   1．2

ブ＼

〃       1．O

一2 0        1        2

左ω。／2π

文献、［4］ 10．216  21．26  I0．216  21．26

フーリエ級数法：選点数40，級数の項数90×90

ガラーキン法：試行関数1～10項

（4）

図3 ステップ関数状の等分布荷重を受ける周辺固定
   楕円板の中心のたわみの時間応答
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表4 ステップ関数状の等分布荷重Qoを受ける周辺固定
   円板の中心のたわみ〃／（1〇一2ρoろ4／D工）の収束性

   時間刻み：△C＝2π／300ω1，時間：オ＝π／ω1

分割数
       フーリエ級数法
 ∫

21

37

69

97

137

177

3．246

3．217

3．266

3．265

3．266

3．266

ガラーキン法

フーリエ級数法：選点数40，級数の項数90×90

ガラーキン法：試行関数1～10項

3．243

3．199

3．245

3．238

3．241

3．240

表5 ステップ関数状の等分布荷重Qoを受ける周辺固定
   楕円板の中心のたわみ〃／（工O－2Qoゐ4／0工）

   分書1」数：∫＝ユ37，時間刻み：△C＝2π／300ω！，

   時間：c＝π／ω1

二辺の比
       フーリエ級数法
 α／ろ

ユ．0

1．1

1．2

1．4

1．5

3．266

3．885

4．414

5．309

5．745

ガラーキン法

フーリエ級数法：選点数40，級数の項数90xgO

ガラーキン法：試行関数1山ユO項

3．241

3．848

4．369

5．229

5，611

 4．結 論

 板の静的曲げ問題のグリーン関数を用いる振動名特斤法

の高速化を計るため，グリーン関数の計算を短時問に行

う一つの方法として，試行関数を幕級数で近似するガラ

ーキン法を用いることを試みた。また，比較のためにフー

リエ級数法を用いて精度の良いグリーン関数をも求めた。

二種類の方法により求められた，周辺固定楕円板のグリ

ーン関数を用いて，周辺固定された楕円板の自由振動．問

題および過渡振動問題を鱗片し，得られた解の精度およ

び計算時間を上碑交検討した結果，次の結論が得られた。

 1．ガラーキン法で求めたグり一ン関数の精度はフー

リエ級数法で求めたグリーン関数の精度に比較してはる

かに悪いが，最終的に求められる固有角振動数および過

渡振動のたわみの精度にその影響はほとんど表れていな

い。

 2．計算時間はガラーキン法の方が極端に少ない。

 従って，ここで検討した振動名聯斤法に用いるグリーン

関数の計算法としてはガラーキン法がはるかに優れてい

ると結論できる。
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