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                Conservative Extension of Elementary Notions

                         in Hyting Valued Unverse I

                        Satoko TITANI*and Gaisi TAKEUTI**

                               (Received April 20,1988)

              It is known that every complete Heyting algebra (cHa)Ωcanーbe

           extended to a complete Boolean algebra(cBa)B.It follows that anΩ ーvalued

           model V(Ω)of intuitionistic set theory can be extended to a Boolean valued

           model V(B)of classical set theory. We show in this paper that the Boolean

           valued model V(B)is a conservative extention of a Heyting valued model

           V(Ω)for elementary notions of analysis. This enables us to prove theorems

           in intuitionistic analysis by reducing them to corresponding theorems in

           classical analysis.

   Introduction.

   Funayama showed in [3]that every complete Hyting algebra(cHa)is embedded in a

complete Boolean algebra(cBa).Later Rasiowa and Sikorski obtained another embedding

of cHa in cBa. For a cHaΩ1et V(Ω)be theΩ 一valued universe of intuitionistic set theory

given in Grayson[4].An embedding ofΩin a cBa B,Ω →B, is extended to an embedding

V(Ω)→V(B!and V(B)is a model of ZF set theory in classical logic. We show in this paper

that V(B)is a conservative extension of V(Ω)for elementary notions of real analysis such

as real numbers, derivatives, integrals, etc. This makes many delicate intuitionistic

arguments unnecessary for deveIopment of analysis in V(Ω). Then we prove theorems in

intuitionistic real analysis in V(Ω)by reducing them to corresponding theorems in classical

analysis in V(B).The intuitionistic complex analysis will be discussed in part II.

1.Preliminaries.

    Here we review the Hyting valued model V(Ω)of intuitionistic set theory in Grayson[4]

and Takeuti一Titani[9].

    LetΩbe a complete Heyting algebra(cHa).For each ordina1α, Va(Ω)is defined

indu、tiv。1y a, f。ll。W,、 V。(Ω)一 φ;V。(♀1・i・th・ ・et・f allΩ 一v・lu・d fun・ti・ns・n subset・ ・f

Va(Ω),・nd V.(Ω)一 ∪,.。 吻 Ω)f・・alimit・ ・din・1α ・Th・ Ω-v・lu・d・universe V(nl i・・th・n V(Ω)一

∪ 。V£ Ω). W・d・n・t・th・d・m・in・f u・V(Ω)by吻(u)・

    The truth value[ψ]of a set theoretical formula Op on V(Ω)is defined in the uSual way
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皿。一。ト〈（。（κ）→旺、∈。I）・〈（州→江。∈。I），
         κ∈9（m〕                  ツ∈g（砂）

レ∈。ト〉（肛・二洲く。（ツ））
         ツ∈刎〃）

1．1 Lemma F… ∈γ（Ω）maα伽m肋ψ（κ），

         肛∀κ∈岬（κ）』＝〈（m（κ）→皿ψ（κ）I），

                     π∈刎〃〕

皿ヨκ∈、ψ（、）皿＝V（、（、）〈［ψ（κ）I）．

            κ∈刎〃）

The universeγis embedded intoγ（Ω）by the mappingα→6 where三is defined by

珊）一け1才∈α／。。d舳一1．

1・2 Lemma   F07α，ろ∈γ，

                1〕1一㍑；1，旧1－／㍑続

】）efimition．For m∈ γ（Ω）and ク∈Ω，we define the m∫切。云乞。mげm om力，m「力，by

⑦（m「力）＝⑦（m）and（m「力）（κ）＝レ∈m I〈力forκ∈⑦（m「力）．Thus，we have：

                    力く皿m＝m「川and皿κ∈m「川＝レ∈m皿く力．

o∈γ（Ω）issaidtobeゴψ〃左e ifforeachκ∈④（m），m（κ）二旺κ∈mI．

1．3 Lemma  ハ07eαcゐm∈γ（Ω）肋em e炊おα6φ〃広e m’∈γ（Ω）such that

［u＝u’］＝1．

Proof．Let⑦（m’）＝9（m）andm’（κ）二皿κ∈mI forκ∈⑦（m’）．

Defimitom．m ∈γ（Ω）is a∫地ガ7ゆm∫em虹ガ。m（SR）if

  （a） m is definite，

  （b）f・・・…y・∈γ（Ω〕th・…xi・t…∈⑦（・）・。・hth・t皿。∈。I≦皿。＝川，。。d

  （c）forevery力∈Ωando∈⑦（m），thereexistsパ∈⑦（m）suchthat皿。「力＝o■＝1．

1．4 Lemma  Foプmeηm∈γ（Ω〕肋m e炊おα∫R m’∈γ（Ω）∫mcゐ肋α左旺m＝m」＝1

（ゲ．［9］）．

1・5 Lemma  ガXゐ∂功〃左e，γゐ∫児ma皿かX→γI＝力，励m肋em e炊なα力mc杉。m

か⑦（X）→⑦（γ）∫mcゐ物云

   （α）力くレ∈XI≦肛ん（κ）∈γ〈〈κ伽）〉∈川カプκ∈⑦（X），

   （ろ）力く皿1κ＝ツ∈XI≦皿ゐ（κ）＝乃（ツ）Iカプκ，ツ∈⑦（X），

whereかX→γstands for：尻⊆X×γ〈∀κ∈Xヨ！ツ∈Y（〈κ，ツ〉∈ゐ）、Further if

パ∈γ（Ω）i・d・fi・・dbyg（ゐ’）＝／＜κ，π（κ）〉1κ∈⑦（X）／・・dパ（κ，万（κ））＝力くし∈X』，

                                   （2）         Memoirs of Co11ege of

                                                     Engineering，Chubu University



Conservative Extension of Elementary Notions in Hyting Va1ued Unverse I ユ25

   then力く肛ん：ゐ’］1． （cf［9］）

Notations．The set ofnatura1numbers is denotedbyω，and rationa1，rea1，comp1ex number

fie1ds by Q，尽，C，respective1y．The set of natura1numbers inγ（Ω）coincides with6and

hence the rationa1number fie1d inγ（Ω）is Q．However，this is not true for rea1and

comp1ex nm1ber fie1ds．Rea1and comp1ex number fie1ds inγ（Ω）are denoted by IRΩand CΩ，

…p・・tiv・1y．ε，δ…u・・dt・d…t・・p・・itiv…ti・n・1n㎝b・・inb・th．fγ・ndγ（Ω）．

‘Theorem’and ‘Definition’in the intuitionistic set theory onγ（Ω）are written with the

superscript I as Theorem I and DefinitionI．

2． 1≡】xtensionγ（Ω〕一〉 γ（β）．

   LetΩbe a cHa．Ωcan be embedded in a cBa．Th弓t is，there exists an embedding e：Ω

→B preserving meet and infinite join：e（α〈ろ）二e（o）〈e（ろ）a中e（〉必）＝〉戸e（α・）forα，ろ，

α｛∈Ω，where〉3denotes the infinitejoin in B．We omit the superscript B from〉B if

there is no possib1e confusion． Identifyingα∈Ωwith e（α），1etΩ⊆B．For力∈3we

definethe棚e物70f力，∫（力）＝V｛σ∈Ω1σくが．Thenwehave：

2．1  Proposition

      ∫（力）くカカヅカ∈3∫∫（力）二カカフカ∈Ω．

（・）∫（〈タカノ）一くノ（カノ）〃／島1⊆夙伽くタ伽舳ん・1・伽1・m舳旦

                 B                    3
     （力→σ）二∫（力→σ）力7力，σ∈Ω，where（力→σ）二（一力Vσ）加B．

   Now construct theΩ一va1ued and B＿va1ued universesγ（Ω）andγ（8）defined in§1．Since

Ωis a suba1gebra of3，γ（Ω）is contained inγ（β）that is a mode1of ZF set theory in c1assica1

1ogic．We denote the va1uation inγ（月）by『 ］8to distinguish from the va1uation［ ］

inγ（Ω）．If a setψ（m、，．．．，m、）is defined from constants m、，．．．，伽inγ（Ω）then the

・・・…p・・di・g・・td・fi・・di・γ（B）i・d…t・dbyψ8（・、，．．．，・、）・・（ψ（・、，．．．，仏））3，・．9、∪㍉i・

・h…ti・γ（B）…hth・t皿κ∈∪㌦←ヨ・∈。（、∈。）ト1．

   By using Proposition2．1we can prove：

2．2P・・p・・iti㎝〃，・∈γ（Ω），肋m

（α）皿m二川≦レニ川B，皿m∈・』≦旺m∈げ，

（ろ）皿／・，・H・，・／8〈＜・，・〉二〈・，・〉叩一1．

2．3 Proposition ゲλゐα∫・左m〃，X，γ∈γ（Ω），励m

  肛X⊆λ〈ん：X→γ』く旺ん：X→γR

Pmof，Letp＝旺X⊆A〈h：X→Y』．We may ass㎜me that⑦（X）⊆⑦（λ），X is definite

and Y is SR．By Lemma1．5，we may a1so assume that there exists a function h：⑦（X）→

⑦（Y）such that④（h）＝｛＜x，亘（x）〉l x∈⑦（X）｝and h〈x，亘（x）〉＝P〈肛κ∈X』力7κ∈

⑦（X）．It fo11ows that pく皿ゐj X→γI3．

（3）
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3，Rea1㎝dco岬1eH㎜berfie1ds．
Definition I．ReaI number is defined as a Dedekind cut of Q，that is，m is a mαZ if there

exist工，σ⊆Q such that m＝ ＜工，σ〉 and the fo11owing conditions are satisfied．

  R1．ヨκ∫∈Q（γ∈L〈∫∈σ）

  R2．vプ∈Q「（プ∈工くプ∈σ）

  R3．∀7∈Q（γ∈L←≡ls∈Q（γ＜s〈s∈L）

  R4．∀プ∈Φ（γ∈σ←ヨ∫∈Q（∫＜7〈∫∈σ）

  R5．∀γ∈Q（s＜γ→s∈Lvγ∈σ）．

  If皿m is a rea1』二カ，then we defineム、，σ、∈γ（Ω）by⑦（工、）＝⑦（σ、）＝⑦（勧），

ム、（チ）＝皿ヨエ，σ⊆Q（m二〈工，σ〉〈芦∈L）皿く力andσ、（芦）＝皿ヨエ，σ∈Q（m＝〈工，σ〉

〈芦∈σ』〈力．Then力く旺m＝〈ム”，σ”〉I．Define RΩ∈γ（Ω）by

  ⑦（1RΩ）＝｛〈L、，σ、〉1旺misarea1I≠0｝，andRΩ（工、，σ”）二旺mis a rea1工．

RΩi．sR。。d皿1RΩ一／。∈蛸）・地！1．i・。・・。1／ト1．L・・R8－1・∈軸）x刈）l

m is a rea1｝B． Then we have：

3．1  Propositi01＝ユ

   （1）グく工，σ〉∈⑦（］RΩ）andγ∈Q，then

         皿芦∈工卜〃）一皿芦∈月8・・d旺芦∈σトσ（デ）一レ∈σ皿午

  （2）肛R．Ω⊆1R叩＝1，

Pmof．（1）fo11ows from the fact that［芦＝〆］≠O iffプ＝ジ．（2）By using Proposition2．1，

2．2and（1），we can see that『刑』≦［”］3for each condition”，ク：1，．．．，5，of rea1

nU二mbers．

DefinitionI．For rea1numbers m＝＜工，σ〉and m’＝〈工’，ぴ〉，

      def                  def
  m＜〆←ヨブ（プ∈工’∩σ）；m≦m’1→L⊆工’〈σ’⊆σ；

      def
  m。≠・m’←m＜m’Vm’＜m．

  We can easi1y prove the fo11owing ProPositions．

3．2P・opositi㎝F・用，m’∈⑦（RΩ），

            旺・＜・¶二旺・＜・T・・d旺・二・’卜∫旺・＝。’r

3．3Pm…iti・・〃一へ＝、，2肛∫i：X→RΩトヘ、、，2皿パX→RΩ』グ肋m

                  力く（“＝刈←∫“＝別3）．

  The set of rationa1numbers迅is considered as a subset of IRΩby identifyingγ∈Q with

the Pair＜｛〆∈d lジ＜γ｝， ｛ジ∈d l〆＞7｝＞，i．e．⑦（工、）＝⑦（U、）＝④（d）and工、（7）＝

皿＝7＜7』，σ、（7）＝正ア＞プ］lfor左∈Q．

DefinitionI．Let7，∫，m be variab1es ranging overΦ， and m＝＜工”，0二〉，o＝＜工、，0二〉 be

rea1s．Then operations on IRΩare defined as fo11ows．

                       （4）         Memoirs of Conege of
                                   Engineering，Chubu University
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      def  （1）・十・一くLωwh…五一∪、＜”、く”ム、・、・・dσ一∪、＞、，、〉砂σ、。、．

     def
  （2）1一＜ムσ〉wh…五一∪、〉、L一、・・dσ一∪、＜”σ．れ

         def
  （3）1fにO・1・一く工〃wh…五一∪、＜、工、、・・dσ一∪、〉、σ’、；i㍑・0，1・竺十1）。．

     def  （4）m一〈Lσ＞wh…五一∪、＜”，、＜砂ム（、、十、。．、、〕U∪、〉、，、〉砂工（、”十、”．、、〕。。d

   σ一∪、く仏、。砂σ（∫。・州）∪∪、＞、，、＜”σ（、、、、”．附）．

  （・）1・…，ゲ1竺・Lσ／・・・…一∪、〉”工、、1…σ一∪、く、σ、．、；

          def
   ifm＜O，ゲ1＝一（一m）■1．

        def  （6）max（仏。）二＜L、∪L”，σ”∩σ”＞．

     def
  （7）lm1二ma支（m，一m）．

Then，Obvious1y，m＋o，一m，m，m－1，max（m，o），I m I are rea1s，and IRΩis a fie1d．

Furthermore，IRΩゐm妙α物e∫∫ガeZa，ク．e．IRΩゐαガe〃∫ακめクmg肋e力〃。〃mg coma肋。鮒

  α≠ろ→1α二ろ；rα・≠・ろ→α＝ろ；α・≠・ろ→α≠c〉ろ≠o；1≠0；

  α≠ろ→α十〇≠ろ十〇；α≠5〈o≠0→αc≠ろ。；α≠0→α■ユα＝1〈。■1≠0．

3．4 Propositiom  For m，v∈⑦（1RΩ），

  旺・十・二（・十・）8卜1；正一・一（一・）叩＝1；皿m＝（m）3P＝1；

  r・≠0I≦皿・■」（・一’）叩；旺m・・（・，・）一m・・B（・，・）γ一1；皿1κ1－1．18上1．

Pmof．We prove on1y the first equation，since the others can be proved simi1ar1y．It is

obvious that工〃（芦）＝圧芦＜m工and0；（7）＝『芦＞m］forγ∈Q．Hence，

  工・・〃一皿ヨ∫∈ム。ヨ1∈工”（芦∈工、・’）卜旺ヨ∫∈工”ヨ1∈工”（芦∈L、、、）卜工（、、”）。（芦）．

Similar1y，軌、”（芦）＝q”、口〕。（芦）and hence『m＋o＝（m＋v）3I8＝1．

  The comp1ex number fie1d CΩinγ（Ω〕is defined by⑦（CΩ）＝｛m＋クv l m，v∈⑦（1RΩ）｝

and CΩ（m＋〃）＝工m∈1RΩ〈o∈1RΩ］introducing5such that 旺 ク2＝一1珊＝1．It is obvious

that 皿CΩ＝｛m＋タv l m，o∈1RΩ｝皿 ＝1 and CΩis a SR．Inγ（Ω），absoIute va1ue of a

comp1ex nmユber is defined as usua1，l m＋〃1＝杯，and apartness reIation on CΩis

defined bya≠b坦■a－bl≠0．CΩisanapartnessfie1dandsatisfies

m＋〃≠m’十〃Hm≠m’〉0≠パ．

3．5  Propositio皿

  （1）〃，・∈⑦（CΩ），肋mレニ・ト∫皿・一〃

  （2）〃二へ一1，。肛∫1：λ→CΩ』くへ＝、，、旺∫1：λ→CΩIタ肋m力く（“一ズエ←心一〃）

（5）
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4． Int11itionistic rea1ana1ysis．

DefimitionI．A8emmceinasetXisdefinedasafmctionαこ6→X，anddenotedby
｛妬｝．Weuse m，mtodenotevariab1esranging overあ．Asequence｛α、｝in RΩcomve郷∫

1・ろ（風α、＝ろ）if∀εヨM∈あ∀・＞M（1α。一ろ1＜ε）・A・・q・・…／α・／i・RΩi・・Cm・伽

8emmceif
                       ∀εヨW∈あ∀m，m＞M（1αm一α、1＜ε）．

A subset X of1RΩis comがe6e if every Cauchy sequence converges to an e1ement of X．A

comp1ete apartness subfie1d of1RΩcontaining R is ca11ed a mαZ肋e伽Za．］Ris an apartness

subfie1d ofRΩ，but not necessari1y comp1ete．ifΩis a comp1ete Boo1ean a1gebra of regu1ar

open sets of R，then並is not comp1ete．Ifα，ろ∈R⊆RΩ，then the intewa1s（α，ろ）R，

［α，ろ］児in R are defined by

    （α，ろ）児＝／κ∈Rlα＜κ＜ろ／，［α，ろ1。＝／κ∈Rlα≦κぐる／．

If there is no possib1e confusion，we omit R from（α，ろ）R，［α，ろ］R．The interva1s（α一ε，

α十ε）R，［α一ε，α十ε］R are denoted by q（α，R），q（α，R），orsmp1y by q（α），q（α）

Asubsetλof．a rea11ike fie1d R is oψem if∀α∈λヨε（q（α，児）⊆λ）．We use the notation

q（α）⊂⊂λt・d・n・t・ヨε’＞ε（q・（α）⊆λ）・Iti・・bvi…th・tq（α，R）i・…p・n・・b・・t・f

a rea1 1ike fie1d R．

    Now we fix a rea11ike fie1d R，where we assume9（R）＝9（1RΩ）without any1oss of

genera1ity．Then R is a sheaf representation．

4．1Th・…mI @互α，ろ∈Rmaαぐる，励。。肋。棚舳1［α，ろ1．1∫1・舳ろ。。。〃，
     ク．e．

           ∀εヨm∈6ヨα1，……，α、∈［α，ろ］沢∀κ∈［α，ろ］Rコクくm（κ∈σ、（αゴ））．

Pmof．Let力二江α，ろ∈R〈α≦ろIandε＞0begiven．Then

力≦V、。，あ・、Q 縦’＜αぐる＜6’〈16Lα1＜ε’〈1彦’一ろ1＜ε’I・Hence the theorem fo11ows

from the fact that『o’，ろ’］R is tota11y bounded．

4．2 Proposition 肛α，ろ∈R〈α≦；州≦皿（α，ろ）R二（α，ろ）資く［α，ろ］灰＝［α，ろ］釦B．

    We now see that the extensionγ（Ω）→γ（3）is conservative for the concept of open set

and continuous function．In γ（3），1et

                   （α，ろ）正一（α，ろ）。・，［α，ろ1正一［α，ろ1。。f。。、，ろ∈R，

and ifλ⊆R is OPen，1et

                           A†＝∪側α）†lq（α）⊆刈．

4．3P・・p・・iti・n F・グλ∈γ（Ω）maκ∈⑦（R），

    （1う旺A⊆R・力mIく（肛κ∈川←皿κ∈川B），

    （2）肛λ⊆R・卿Iく肛λ⊆Ro卿くλ＝パ∩川8．

Proof． （1）肛κ∈λ］1く肛κ∈λ11B by Proposition3．1．

（6） Memoirs of Co11ege of

Engineering，Chubu University
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   皿λ⊆RopenI〈し∈λ』BくVμ⊆Rop・n』〈皿κ＝川B〈λ（広）
                左∈9（λ）
                くV V旺σ、（去）⊆A〈1κ一左1＜ε』く1レ∈λI．

                f∈9（λ）ε

  （2）皿λ⊆R・p・・I〈〃）≦〉、肛σ、（1，児）⊆川く〉、皿σξ（1，亙）⊆〃

for C∈功（λ），by using（1）and Proposition4．2，Hence we have

旺λ⊆五〇pen I≦皿A⊆沢。pen P．The other part is obvious．

DefinitionI．Afunction六［α，ろ］R→Riscom物mo郷if
∀εヨδ∀m，o∈［α，ろコ灰（l m－o l＜δ →1！（m）一！（v） 1＜ε），and if．4is an open subset of

R，then a function∫j A→R is comガmmo鮒if！is cotinuous onσ、（α）for everyσ、（α）⊂⊂■4．

4．4P・。p。。iti・・F・γα，ろ∈⑦（R）m“∈γ（Ω），

  （1）旺α，ろ∈R〈αくろく！：［α，ろ1児→れ・・伽…∫Iくし：［α，ろ1疋→R…伽…∫IB

          く皿ヨ！9：［α，ろ1工→lR㌦・舳…∫∫・・ん舳卜g・・［α，ろ1ポ

  （2）旺A⊆Ro卿く！：λ→R・om伽・…トレ：λ→Rc・m伽…∫I3
          ≦皿ヨ！9：パ→R8…伽・・雌∫・・ん舳∫一9。。刈3

丁尻e mm幻me gタm（一Z）αm4（2）m〃ろe3emo広ea妙！†．

Proof．（1）Set力＝［α，ろ∈R〈α≦ろく∫j［α，ろコ沢→R continuous］．By Lemma1．3

and1．5，we may assume that ［α，ろコ沢is definite，プ⑦［α，ろコR→⑦（沢）and

      ⑦（∫）＝｛＜κ，！（κ）〉1κ∈⑦［α，ろ］R｝， ！＜石！（κ）〉＝力く皿κ∈［α，ろ］”．

Then forκ∈⑦［α，ろ］灰，

    力く［α，ろ1。（κ）≦げ（κ）∈R〈＜κ，！（κ）〉∈月くrヨy∈灰（＜κ，ツ〉∈！）P

    力く［α，ろ1山）〈肛＜κ，ツ〉∈叩く 〉 旺＜κ，ツ〉二〈1，戸（1）〉］B〈カ

                      チ∈⑦［α，ろ］P

          くV皿旧κ）一ス左）1＜ε〈ly－7（左）1＜εI，

            オ∈9［α，ゐ］＾

by using continuity of∫inγ（Ω）．It fo11ows that

            力く［α，ろ1児（κ）≦I〈κ，y〉∈！→ツ＝ル）Ig

Hence力くレ：［α，ろ］R→RR Continuity of∫inγ（B）fo11ows from：

      力くくV 〈 皿κ，ツ∈［α，ろ］児く1κ一ツ1＜δ→1ヌκ）一アッ）1＜εR

         ε σκ，ツ∈班α，ろ1月

The second inequa1ity fo11ows from the fact that［α，ろ］R is dense inλ†．

（2）is proved in the same way as（1）．

  Letλbe an open set of R inγ（Ω）．It is known that inγ（Ω）if！，g are continuous

functionsλ→Rthensoare！十gand危∫andifacontinuousfunction∫jλ→Rsatisfies
∀0，（α）⊂⊂λヨε∀る∈Uプ（α）（1∫（2）1＞ε），then1／アis continuous．Hence we have：

4．5 Proposition  工e才■4⊆児ろe o力em加γ（Ω）．

  （1）け，9：λ→沢・・m伽…∫トけ十9，危：λ→R。。励舳。。∫〈

                 （∫十9）†一！†十9†〈（雇）†一∫†g†r

（7）
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   （2）旺！：λ→R・・m伽…∫〈∀σ、（α）⊂⊂λヨε∀z∈叫（α）（1∫（・）1＞ε）I

                   く皿∀・∈パ（∫†（・）≠0）〈（1／∫）†一1／∫†P．

Definitio11I．Let∫be a c1osed interva1in R（i．e．α，ろ∈R，α≦ろand∫＝ ［α，ろ］R），and

！，g be fmctions∫→R．Theng is a伽タm肋eげハf

          ∀εヨδ∀・，・∈［α，ろ1児（lmll＜δ→1！（・）一∫（・）一9（・）（・1）1＜ε1・11）．

For an open setλ⊆亙and functions！．’λ→R，身jλ→児，g is a deれmガmρ！∫if£is

aderivativeof！onq（o）foreveryq（α）⊂⊂λ。Afunction∫jλ→Risa娩mm肋ろZeif
∫has a derivative．Then we have the fo11owing theorem inγ（Ω）．

4．6 TheoremI エe云λ⊆Rろe oφm．

  （1）万9．ma＆ろ・伽タmあ・・∫げ＾λ→R，肋mg。＝＆・m・mm伽・6・・わα肋・げ！ゐ

     6m0云ea妙プ．

  （2）ガ9jλ→児ゐ肋e伽タm左クmげ＾五→R，肋mgゐ。om伽m㈱・

  （3）万＾λ→Rゐa倣mm肋ろZe，肋m！ゐ。omガmo㏄・

4．7PmP・・iti㎝工・け＝旺∫ゐm1・広・mα1伽列，づ．・．

               力＝皿ヨα，ろ∈R（αくろ〈（卜（α，6）。〉∫＝［α，ろ1。））I．

肋・m力く皿！：∫→刈くげ’：∫→購∫肋〃・伽肋・〃I

           ≦げ’i・・h・d・・1・・ti…f∫I3〈旺（！’）†i・th・d・・i…i…f∫†R

Proof．Simi1ar to Proposition4．4．

4．8  Proposition

  （1）r｛α、｝ゐα・・2mm・・伽X］く［｛妬｝ゐα・・mm・・クmX］B．

  （2）［｛α、｝ゐαCm伽∫e2mmce伽R］

く旺／α・／ゐαCm伽・・mm・・舳ma海賜一雄8α・］3・

Proof．（1）fo11ows from Proposition2．3．

  （2）Straightforward．

1）efiniti0111． Letα，ろ∈R，αぐるand a function∫：［α，ろ］R→R be continuous．

                               n一ユ
・・・・・・・・・・・・…／・、／・i・・1。一わ 档ｿΣ・（（m－3α十尾ろ）1・・・・・・・・・・・・…ら

                               々＝O

…t・・i・t・…1∫あル）励i…fi・・…鯉、．

4．9 Propositi011

    11，l1・・1く1・・：［1・l1・一・…κm・・l1く1∫凸ル）敏一∫あ∫1（κ）〃

・加・ル（κ）伽ル†（κ）伽m棚・納1・γ（Ω），γ（B），榊・・舳

Proof．By Proposition3．4，4－4，4．8．

4．10Propositi011 工e才κ5∈Q，7＜∫，m∈γ（B）αma

  力一匹α，ろ∈R〈α＜ろく（∫一［α，ろ1・V∫一（α，ろ）・）〈〃→R…肋・…I・

（8）
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m・・力く旺・∈∫†〈芦＜！†（・）＜げく江ヨ・∈∫（芦＜！（・）＜き）I．

Proof．

   力くレ∈∫I†〈芦＜！†（・）＜HB

    くr∫⊆∫†d・…〈！†：プ→RB…ti・・…〈・∈∫†〈プ＜∫†（・）＜∫R

    く皿ヨ・∈∫（芦＜∫†（・）＜ぎ）r＝皿ヨ・∈∫（芦＜！（・）＜き）I．

  I・γ（Ω），if∫i・・d…di・t・…1i・R・・d・fm・ti・・＾∫→Ri。。。。tim。。。，th．nth。。。

exists an upper bound of！on∫，since∫is tota11y bounded（TheoremI4．1）．

     IDefi11itiOn  ．

                    def
               ll！ll∫くα⇔（∀κ∈∫）（1ル）1くα）

                    def
               ll！ll∫＜α←（ヨα’＜α）（ll！ll∫くα’）．

4．11Proposition Let力二肛α，ろ∈R〈α≦ろく∫＝［α，ろ］R〈！：∫→R oomガmmom∫I．

肋・力く（皿11川＜εト江11！ll∫＜εI㌧皿1け†liパ＜ε』8）．

Pm．f．力く皿11！1し＜εIくrll！ll∫＜εIBi・・b・i…．

           力く皿11！ll∫＜ε皿8≦V力く肛∀κ∈∫（i∫（κ）1＜ε・）IB

L・tq、・，、一力く皿11！ll∫＜εI3〈江∀κ∈∫（1！（κ）1＜ε’）IB〈

          1～∈1（1〔1・ろデーll（κ）一ル）1・εデ’）1

…叫，ψ・・（ll（（m■后1α十肋）1・ε・）1・

                                 ε十ε’
       川1！lll・l18くyσε，・くy1∀κ∈∫（1ル）1・。・1）I・

                 ε，m      ε

Defillitio11I．Letα，ろ∈R，αぐるand∫＝ ［α，ろ］R or（α，ろ）R．Let∀m∈あ㏄J→R）．

Then
          def
    ！、→！on∫←1imll∫、一！ll∫二0（i．e．∀εヨM∈あ∀m＞M（ll！、一！ll∫＜ε））．

            m→oo

4．12ProPosition  工e主力＝肛α，ろ∈R〈olくろく∫＝ ［α，ろ］児I．τ尻em

力くr！：∫→R・・m伽・。㏄〈∀・∈あ㏄：∫→RC・肋m…）〈仇→∫・m∫）I

                  く肛∫、→！・nηB

Pmof．Immediate from Proposition4．11．

Defi皿itionI．Forκ∈児，

           oo n     o．    2n      oo     2m＋1
       ・κ竺Σ÷，…1竺Σ（一1）n（チ、），…1竺Σ（一1）m（2姜十、），

          〃：O ．     n＝O     －     m＝0

                      （9）
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1・・／竺

4．13 Propositi011

   （1）皿κ∈R』く『eκ二（eκ）3〈cosκ＝（cosκ）8〈sinκ＝（sinκ）町8

   （2）旺κ∈R〈κ＞0Iく『1ogκ二（1ogκ）3P．

Proof．By Propositions3．5，4．8，4．9．

DefinitionI．Ifα，ろ，c，6∈児，α≦ろ，cくa，andafunction∫二［α，ろコRx［c，ゴ］R→Ris

continuous，then the sequence｛2、｝with

            ・÷aデΣ1（（m÷ろ・（m÷”）

i・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…i…則・1∫∫［α・1三・［…1ル・ツ）幼i…fi・・…1軸…

4．14Proposition

         肛α，ろ，C，a∈R〈αくろく0≦a〈！：［α，ろ］X［C，a］→RCOmガmm0郷I

             ・r∫∫工、、あ］×［、，、］ル，ツ）幼一∫∫［、，ろ］×［、，、］∫1（κ。）州午

・加・∫∫［、，あ］X工、，ゴ］∫1（κ，ツ）肋11舳1榊け！11・γ（・）．

Pmof．Simi1ar to Proposition4．9．

5． ApPIicatio皿 I ．

   Si…γ（8）i・・m・d・1・fZFi・・1…i・・11・gi・，・・…th字…m・f・…1…1・・i・h・1d・i・

γ（B）．Here we app1y the resu1ts of§4to prove theorems of intuitionistic rea1ana1ysis in

γ（Ω）by reducing them to the corresponding theorems inγ（8）．

5．1 TheoremI（RoZZeも肋eomm）エeけろeαcZo∫ea伽広e〃αZ ［α，ろ］ 伽R．ゲ∫J→R

   ゐa倣mm肋Z・ma∫（α）＝！（ろ），肋m伽mツε＞0肋eme虹∫おκ∈ハ・・尻肋左

   1プ（κ）1＜ε．

Pmof．Let 力二旺∫＝［α，ろ］interva1inR〈プ∫→R differentiab1e〈！（α）＝！（ろ）I．

Then
               力くげ†：∫†→lRBdiff・…ti・b1・〈ア†（α）＝∫†（ろ）IB

                く皿ヨ。∈∫†（∫†’（c）ニプ†（c）＝0）I8

                ≦虹ヨ0∈∫（1プ（C）1＜ε）I

by using Proposition4．7，4．10and Ro11e’s theorem inγ｛8）．

   Simi1ar1y，we can prove the fo11owing intuitionistic theorems inγ（Ω）．

5．2 T11eoremI（Me伽mZm肋eomm）エeけろeαcZo∫ea伽左e〃αZ［α，ろ］伽R．互プ∫→亙ゐ

   ゴ炊mm舳／・，肋m〃mツε肋m・・炊お・∈∫∫mCゐ肋広1！（ろ）一！（α）一∫’（C）（ろ一α）1

   ＜ε．
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5．3 TheoremI（τ妙肋念肋eomm） 工eC∫ろeαcZo∫ea肋伽mZクm R，αma＾∫→R

    ろem＋1伽e∫a倣mm肋Ze．乃m伽mμ，ろ∈∫maε肋eme炊お。∈R∫mc〃〃
   min（α，ろ）≦C≦maX（α，ろ）ma

                ・！（左）（α）   ∫（・十1）（・）

          1！（ろ）一Σ   （ろ一α）々一    （ろ一。）n（ろ一α）1＜ε
               后二〇 后！        m！

5・4Th・…mI工・けろ・α・1・∫・舳1舳用五m以J→H・倣m。舳。〃。α。ゐ

    ・∈あ・ゲ9・∫→購∫…ガ・・㈱，広→プ・・∫ma〃→9・m∫，肋・ηプ＝9．

Proof．Set力＝旺∫c1osed interva1in R〈！、→！on∫〈∀m∈あ（！、differentiab1e）〈

                     ∫、’一÷90n∫ 〈 ！：∫→R COntinuOuS二皿．

   力≦［か！†・・∫†〈∀・∈6㏄diff・…ti・b1・）〈ズ→91・・∫1〈91J1→lR8

   continuous P．Hence by using the corresponding theorem inγ（3），we have

                         力く∫げ†㌧g叩くr＝9I．

   Simi1ar1y we can prove intuitionistic theorems for e1ementary functions which are

   given as equations，such as

 a
万・x＝・κ，・κ十ツ＝〆・ツ〃κ・ツ∈見

失1・・κ一÷・1・・〃一1・・κ十1・・ツ伽力・∫肋・κ・ツ∈見

ゴ     ＿        a
万・…κ一■・inκ・万・inκ＝…κ・…2κ十・i・2ツ＝1・

Sin（κ十ツ）二SinκCOSツ十COSκSingツ，COS（κ十ツ）＝COSκCOSツーSinκSinツ，力7κ，ツ∈R．

5．5

By the reduction to c1assica1theorems we a1so have：

Theorem1（Fm肋m必職eomm） ∬α，ろ，c，a∈R，α≦ろ，c≦ゴ，ma六［α，ろ］×

［C，3］→RゐCOm伽m0㏄，肋m

∫∫［、，ろ］。［、，∂］ル・ツ）肋一∫㌦〃（／，ツ）め一μ∫あル，ツ）荻．

5，6 Th・・mmI（肋m舳一工。ろ。∫m。丁乃。。mm）L〃ろ。α。1。∫。〃。1舳1

ゲ！j∫→RゐCOmκmmOm∫，励emカプβ∈R

［α，ろ］伽R．

山ろ川・i・（α1・β）・1一・・

5．7
       ITheorem
！（κ）≠O｝

くFom〃eγ肋広egmZ力7mmZα）∬！jR→Rゐげ。虹∫s Clαma ｛κ∈R l

⊆［α，ろ］，肋m〃κ∈R，

       ル）一21、山1・1∫ニル）・出）・・

（1ユ）
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