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等大の2つ の球形電極間の電界

    小笠原万亀三郎*

Electric Field between Two Spherical Electrodes with Equal Radii

                     Makisaburo OGASAWARA*

                     (Received September 1,1978)

    A Laplace equation was solved by the use of a difference equation.

Since the field is important only along the shortest path, parallel planes

passing the centers of the spheres of the electrodes were taken as the

boundaries. The boundary values of the electric potential were calculated

by the use of the confocal hyperbolic coordinates of rotation.

 1. まえがき

 等大の2つ の球状電極の間へ直流電圧を与え,そ の電

圧を次第に高め,ま さに放電がはじまろうとするときの

電極間の電界分布をしらべようとするものである。ラプ

ラス方程式を差分方程式の方法で解いた。両球間の最短

路の近所だけの電界が重要であるので,そ れぞれ両極の

中心を通る2つ の平行平面を境界にとり,電 位の境界値

は同焦点双曲線座標 を用いる計算によって与えた。

 積分領域内でのラプラス方程式には,今 の場合,直 角

座標や双曲線座標でなしに,円 筒座標を使うのが適切で

ある。

 球 の半径をa,最 短距離を2bと す る。図1に おいて焦

点間の距離 FF'=2λ として

    2ξ=～/κ2十(z十λ)2一へ/x2十(z一 λ)2    (1)

    2η=～/κ2十(z十 λ.)21ー～/x2十(z一 入)2    (2)

なる(ξ,η)が この座標系(方 位角9=0の ときの)で あ

る。

 上の2式 から

    z=ξ η/入                            (3)

    x=～/(η2一 λ2)(λ2二考至う馳/λ            (4)

が得 られる。ξ=constの 双曲線 とη=const.の 楕円(だ

円)と が直交することは容易に証明される。
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曲線座標を用いての,電 位Vの ラプラシアンは1)

▽27㍉ ・≒ ・{魂 λ2マ望 妥+濫 η2{λ2蕃

  +,島(   λ(η2一ξ2)λ2一ξ2)(η2一入2)嘉}

であるが・いまの場合(・2一 ξ2)窪 一・・n・t≡C

    ∴V一 濠 一1・9蔑+D (5)

こ こに10gは 自然 対 数, Dは 積 分 定数 で あ る。 式(1)で*工 業物 理学科(Department of Engineering Physics)

(1)



200 小笠原万亀三郎

2＝Oと置くとξ＝Oになるから，図1の直線Oκ上で（図

2の平面EE’上で）γ＝0になるものとすると，式（3）の

D＝O故に 17＝＿⊆二1ogλ十ξ       （6）
        2λ   λ一ξ
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境界GE’上の1点Hでの電位γHは，EE’≡R，E’H＝2

として，まず式（1）により

（b）

図  2

E’

つぎに図ユ，図2において，すべての双曲線に共通な焦

点の位置F，あるいはλの値（図2ではλ＝EF）を決

定しなければならない。平面EE’に関しての，2点A，

Eの対称点をそれぞれA’，F’とすると，2点A，Bを通

る双曲線のξすなわちξBは

 2ξ＝F∫A－FA＝A’A＝26から

    ξ。＝ろ

狗＝α，2B＝ろ十αを式（1）へ入れて

 λ書十（・rλ）2＝｛一2ろ十〉が十（6＋α十λ）・｝2

これからλが

（7）

㌔一夫レ・・…λ）里一仰・・一λ）・／

を求め，次に

式（9）へ代入すればよい。

 以上で境界値の与え方はすべて決定したことになる。

なお，双曲線座標の便用は，境界値設定までで打切るこ

とにする。

！－1〉篶） （8）

図2の球面AB上の電位をγ。とすると，式（6）から

   C   λ十6
γ。＝、109一   故に（6）は
  2λ   λ一6

    γ：γ。1・g（λ十ξ）一10・（λ一ξ）  （9）

       1Og（λ十う）一10g（λ一ろ）

となる。

図2の境界BG上のユ点B’での電位γB’は，まず式（1）に

より

1；一／恢・（1・1・！）一・正只・十！）・／

を求め，そのξBを式（9）へ代入すればよい。

 2．計 算

 積分領域内でのラプラス方程式の解き方は，まず領域

を格子（格子定数＝ん）にわける。格子と言うよりは

メッシュという方がよいのだが，格子点へは左上から右

下へ向かって，縦ではI＝1，2，3，……26と番号をつ

け，横ではJ＝1，2，3，一・31と番号をつけよう。この

論文の計算ではα＝5，う＝20とした。円筒座標系での

        ∂2γ  1 ∂γ  ∂217
ラプラス方程式    十一＿十＿＝0
        ∂が   π ∂κ  ∂z2

を左上から右へ，つぎにI＝I＋1，J＝1，2，……31

という順序で解いて行く。なお一番初めの初期値はγ

（I，J）＝0，000として置く。計算ずみの電位はW，未計

算の電位はγと書いて区別する。図2（a）の中央の点（I，

J）に対しては，Wは既知，γは未知として，

／γ（Uキγ（U）ノ（U）一具（U－1）／÷

・／W（I’仏習■γ（U）ノ（U）一手（I＋1・J）／

。⊥十1γ（I，J＋1）一W（I・J－1）＝O
  ん  mん       2ん

故にγ（I，J）≡W’（I，J）I＝｛γ（，J＋ユ）十W（I，J－1）

                1
  ＋W（I－1，J）十γ（I＋1，J）十＿〔17（I，J＋1）
                n
  一利7（I， J－1）〕÷2．0｝÷4．0            ｛10〕

によって，W（I，J）は計算される。ここにm＝FLOAT

（J－1）は整数（J－1），例えば（10一ユ）＝9を9．0という

有理数に浮動させることにする。J＝30のときには式（1①

でなしに，つぎの式（n〕を使う。なぜなら点（I，J＋1）で一

の電位は境界値として初めから与えであるからである。

すなわち

 W（I，J）二〔W（I，J＋1）十W（I，J－1）

  十W（I一ユ，J）十γ（I＋1，J）十｛W（I，J＋ユ）

  一例7（I， J一ユ）｝／2（J－1）〕÷4               ｛11〕

 つぎに図3（c）の点κ。では，仙一κ、＝ゐ，κrπ。＝δ。・ゐ

                    1
として，一般にγ：γ（κ、）十17’（κ、）（κ一κユ）十一γ”（κユ）
                    2
（κ一κ、）2とすると，

               ］一  17（κ。）一γ（κ。）＝γ’（κユ）尻十一γ”（κ。）が，

               2

（2） 中部工業大学紀要
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図  3

              1 γ（κ。）一γ（π。）＝一γ’（πユ）δ、乃十一一γ”（π、）δ。2が

              2

土の2つの方程式を解いて

      1 γ（π。）二   乃〔一γ。十γ（κ。）
     （δ。十δ葦）

   十δ。2｛γ（π。）一γ（π。）｝〕，

       2  γ”（κ、）＝    〔γrγ（κ。）
     （δ。十δ工2）炉

   十δ、｛γ（κ。）一γ（πユ）｝〕

            ∂里γ 1 ∂γしたがってラブラソアノの中の研十｝∂、に当たる

部分は

           1  LAP1＝17”（κ、）十  ＿一γ’（κ、）    （12〕
          ん・（J－1）

となる。同様にして図3（a）では，2。一z。＝”，z。一2エ

＝δ。・みとして，ラプラシアンの申の∂2γ／∂z2に当たる

ものは

  LAP2＝〔17（zo）一γ（21）一δ1｛γ（21）一γ（z2）｝〕

     ×2／（δ2＋δ里里）〃2                （13

となる。もちろん式（13は横方向の電位勾配（こうばい），

式包2〕のLAP1と組合わされて，途中の誘導は省略す

るが，次の（1④式で計算されることになる。
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        図  5

北をE，W，S，Nで書くと，

十W（I－1，J）十γ（I＋1，J）

・γ（U＋ ?唐h，J－1）／

一／5，羊、婁・’、、・・／
固

 最後に，図2の（b），または図4の点pでの電位17（I，

J）≡Wの計算のしかたを考えよう。ラプラシアンを単位

体積へ単位時間に流入する液体の体積と考えて，東西南

皿妻．W（舳・π去）・・

・／W（㌦■W批』’募（S）刈・π（考）㌧・

 この式を批×π×△2（△z＝”）で約して，

 W＝（W（N）十17（S）十γ（E）×4．O）／6．O     115）

が得られる。

 以上で積分領域内で，左上から右下へ向けてのγ（I，J）

が計算できる。もちろん，I＝24に対する17（I，J）≡W一

（3）
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（I，J）の計算には，より南の電位は境界値値＝O．0が与

えてあるから，γ（I＋1，J）を使わずにW（I＋1，J）＝0．O

を使うのである。

 W（24，30）まで計算し終ったら，W（2，30）をW（2，3ユ）

と比べる。この論文ではγ。＝1，000と規格化して計算

しているが， もしW（2，30）一W（2，31）≧0．0004なら

ば，初めての初期値γ（I，J）＝0，000を17（I，J）＝17（I，

J）十（W（I，J）一17（I，J））×AM（ただし1．O≦AM≦

2．O）なる新初期値に置きかえる。AMはAcce1erating

Mu1tip1ierと呼ばれるが，この論文ではAM＝1．5に採

った。単なるAM＝ユ．Oよりはコンピューターの所要時

間を短縮するのである。このような計算をコンピュータ

ーは繰返えし，遂にl W（2，30）一W（2，3ユ）1＜0．0004

になったところで計算は終り，すべての格子点での電位

が小数点3桁まで決定するのである。

 3．結果および論議

 結果は図5の通りである。なお，この方法はそのまま，

針対平板ギャップ（pOint to p1ane gap），実際上は1極

がhemispherica1rOdで他極が平板の場合の電界の計

算に適用できる。また，すこし工夫すれば，大きさの違

う2つの球形電極間の電界の計算にも応用できることは

明らかである。
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