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板厚が一方向に直線的に変化する矩形板の座屈応力の近似式

         坂  田  敏  行*

An Approximate Formula for the Determination of the Critical 

   Buckling Load of Rectangular Plates with Thickness 

              Varying Linearly in One Direction 

                        Toshiyuki SAKATA* 

                        (Received September 9, 1975) 

           An approximate formula is derived for the evaluation of the 

       critical buckling load of the rectangular plate with thickness varying 

        linearly in one direction by the use of the previously reported formula 

 for  the  natural frequencies of the same plate through examining the 

       correlation between solutions for buckling problems of the plate with 

        nonuniform thickness and for flexural vibrating problems of them.

 歪.緒 言

 不等厚板の座屈を論じた研究は既にい くつか発表 され

ている■・2)。また,電 子計算機を用いれば座屈応力を計

算するのはさほど困難ではない。しかしなが ら,計 算に

はかなりの労力と時間を必要とす るので,座 屈応力の簡

単かつ高精度の近似式を導 くことは有益であると考えら

れ る。ここではまず最初に,対 向する二辺が支持された

不等厚矩形板の対向する支持辺に板厚に比例する圧縮荷

重が作用す る場合の固有値方程式の根は同一形状,同 一

境界条件の板の振動数方程式の根 と一致す ることを明ら

かにする。従 って,微 分方程式を解かずに座屈応力をそ

の板の固有角振動数か ら推定することが可能である(4.

計算例参照)。ところで,著 者は先に対向する二辺が支持

され,板 厚が直線的に変化す る不等厚矩形板の固有角振

動数の近似式 を報告したが3・4),座 屈の場合には形矩板

の二辺の比が狭い範囲内でのみこの近似式が成立すれば

良い。以上の考察より,対 向する二辺が支持され,板 厚

が直線的に変化する不等厚矩形板の座屈応力は簡単な近

似式により表わされることを明らかにする。
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        図1 板 の 形 状

 2.換 算式の誘導

 図1に 示すように,板 の中立面上にx,y軸 を,中 立

面に垂直にz軸 を考える。板厚はx方 向にのみ直線的に

変化するものとする。すなわち,任 意点の板厚をん,x
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    図3 圧縮荷重の大きさおよび作用方向

＝0のときの板厚を札とすれば，

   尻    α 6＝一一＝1＋一κ            （1）
   ゐ。   α

ただし，αは定数である。

 板の境界条件は図2に示す場合を考える。今，図3に

示すように，板厚に比例する単位長さ当りの面内力～・ゐ

（従って，ルは板の側面に作用する応力を表わし，そ

の大きさは場所により変化しない値となる）が作用する

場合の座屈応力wm（α）を面内力が作用しない板の固有

角振動数から求める換算式を次の要領で導く。

 2．1座屈の固有値方程式の誘導

 図1に示す板に，図3に示す圧縮カル・みが作用する

時の基礎方程式は，

舳・・告去（・2ω）・祭（箒・・箒）

十N＾。坐＝0
 D。 ∂プ

（2）

皿   κ    0          α   π

  幽  固定片

                  支持片

     （。）    ’      （d）

境 界 条 件

      肋；
  トユ。（1一、・）      （3）

 ただし，五は板の縦弾性係数である。

 文献4）と同様に，たわみωを式（4）で表わせば板の境界条

 件（図2）は満足される。

      K カ   尻π   一π
  ω＝ア（”） Σ］ Σm刎sin一κsin－y       （4）
      仁1ト1    α     ろ

 ただし，

、ll∴㌻llド
 式（4）を式（2）に代入すれば，

差、／さ、伽！ポ半（与）刈〕

ただし，

  zπ
×sinTγ＝O  （1）

鮒＝鴫・・i。旦糾嚇…旦北
       α              α

（7）

・深一・・［一1・（与）2・・（与）2／祭・／（与）2

・（与）2／∫〕一・告／・（与）2・（与）2〕告

・祭朕一（与）2プ〕一・祭（与）㌻（・）

蜥一一・1半／（与）2・（τチ）曳／告

・・与告／・祭一／（与γ・（与）2／小・）

鮒＝。プ・i・旦κ

      α

亙差～）をフーリエ級数に展開すれば，

ただし，m，vはそれぞれ板のたわみ，およびポアソン

比を表わす・また｛はκ＝0の位置における板の曲 亙差1）一㍉パ）。i。旦”

げ剛さであり，次式で与えられる。              m＝1     α

                        （2）

ω

（11）
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ただし，

板厚が一方向に直線的に変化する矩形板の座屈応力の近似式

珊ω一÷／二万紬苧〃 ω

式値〕を式（6）に代入すれば，

乏、舳／・鮒（ユ）一寸（筈）2珊（・）〕一・㈹

ただし，㎜＝1，2，3，……，K

    Z＝1， 2， 3， ・・・… ， 工

固有値方程式は，

…峨工（’）一寸（半）2瑚～（’）1一・ ω

ただし，居＝1，2，3，・一・，K

    m＝1， 2， 3， ・… …， K

 2．2 自由振動の振動数方程式

 文献4）によれば，図1に示す板の自由振動の振動数方

程式は，

支 持 辺        前線

2工

凸

7
曲

7

｝

7

ら

7

練ト特1蹴

…」瑚一（’㌧廿ω・暗（2〕1一・

聖

凸

7
支 持 辺

（出

ただし， ゐ＝1，2，3，・・…・，K

    m＝1， 2， 3， ・・… ．， K

 また，ρは板の質量，ωは角振動数である。

 2．3換算方程式

 式働および（1ヨの固有値をそれぞれル（m，π，α）お

よびω（㎜，肌，α）で表わすことにする。ただし，m，

πはそれぞれγ，κ軸に平行な前線の数であり，式（ωお

よび的の場合，

 π＝エー1                                 （1⑤

が成立する。

0 支持込 o j 0 支持込 o エ・

  （o〕固有角振動数ω’（0．4一』，口）     （吐〕固有角振動数ω（0，0，o）

    図4 同一の固有角振動数を有する板

式（14および（蝸より，

舳十・・α）一1（÷）2ω（・・1一・・α）2111

この式を用いれば，ω（m，z一ユ，α）より珊（m，z一ユ，

α）を計算することができる。従って，～（m，z一ユ，α）

の最少値，すなわち座届応力珊。。（α）を計算することが

できる。

 3．座届荷重の近似式

 図3に示すように圧縮荷重が作用する場合には，式㈹

のmはm＝0の場合のみを考えれば良い。文献4）の方法

を用いれば式㈹の右辺の値ω（O，τ一ユ，α）は簡単に計算

できる。従って，座屈応力πm（α）を求めることができ

る（4．計算例参照）が，ここではもう少し簡単に求める

方法を説明する。

 図4一（α）に示すように，κ軸に平行な前線が（五一ユ）

個生ずる板の固有角振動数をω＊（O，工一1，α），図4一
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図5 等厚板の座届応力
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（ろ）に示すように前線の生じない板の固有角振動数をω（O，

0，α）とすれば，

 ω＊（O，Z－1， α）＝ω（O，0， α）            仁a

従って，図4一（α）の座屈の固有値をW＊（O，Z一ユ，α），

                 砂
図4一（ろ）の固有値をル（0，0，α）とすれば，式帥，

（1aより，

  ＊
～（O・Z－1，α）＝〃砂（O，0，α）    ㈹

すなわち，ル（0，0，α）のみを考えておけば，その値よ

り珊（O，ト1，α）を求めることができる。また，図5

に示す座屈応力線図より明らかなように，

    ろ
 05く＝：  ＜＝109～14            ②①
    α

の範囲内の～（0，0，α）のみを考えれば良い。

さて，文献4）によれば，

ω（・，・，α）一ω（0，・，α一・）・η（α，号） 剛

ただし，

    αη（α・T）＝1＋（0・3＋β1）α

         一β・／1一（012・0・03号）α／α・㈲

また，β。およびβ。はα／ろおよび板の境界条件によっ

て決められる定数である。

η（α，α／ろ）の値を式信Oの範囲内で計算した結果を表1に

示す。η（α，α／ろ）の値は近似的に次式で表わされる。

       表1η（α・十）の値

境界条件 半 1．O／2．0 1．0／1．5  1．0  1．5

図2一（a
0．6 1．280  1．288  1．292 1．290

1．0 1．454  1．470  1．480  1．475

図2一（b
O．6 ユ．299 1，296 ユ．275
1．O 1．483 1．4＝82 1．450

図2一（c
0．6 1．281 1．284 1．284
1．0 1．455 1．461 1．462

図2一（d
0．6 1．265 1．277 1．301
1．O 1．429 1．451 1．493

敏  行

㈱より求め，その精度を検討する。ただし，α＝ユ．0，

ろ／α＝2．0とする。

 まず，文献4）の方法で正しい値を求めると，

 ω（0，0， α＝10）＝1810～／一〇。／ρゐ。α4

ω（0，1，α＝10）＝2921ソ刀。／ρゐ。α・

式（1司より，

             が刀。
”・（0・0・α＝10）＝1345ゐ。、・

π砂（O，1，α＝10）＝876π2几
             ゐ。α2

従って，座屈応力は，

           がD。
～（α＝10）＝876ゐ。、・

と求まる。

     表2 四辺支持された板の座屈応力

ろ

～m（α＝0） 珊鉗（α＝1．0）／（π2D。／ゐ。α2）

α π2D。／ゐ。α2
式偉5〕より1式㈹より

1．O／2．0 6．25 ユ3．32 13．22

1．0／1．5 4．70 10．02 10．15

1．0 4．OO 8．53 8．76

1．5 4．70 10．02 10．22

2．0 6．25 13．32 13．45

η（α，」L）≒1＋0．46α
     ろ

従って，

㈱

肌い）一1（去ヅω（・…α一・）・・（1・・…1）・

       ≒珊（O，0，α＝0）・（1＋0．46α）2 ②④

式ωおよび山より
 ハ「μ倣（α）生干ハ「妙。r（α＝0）・（1＋0．46α）2          e司

が成立する。ル倣（α＝0）の値は図5に示す通りであり，

板厚が変化するときには，補正係数’（1＋0．46α）2を乗ず

れば良い。

 4．計算例

 四辺支持された不等厚板の座屈荷重～倣（α）を近似式

（4）

（式）25より求める場合には次のようになる。ろ／α＝2．0

のときには図5より，

         π2D。
伽（α＝O）＝40ゐ。、・

従って，式㈱より，

〃、。、（α＝1O）＝40・146・棚」853π2孔
             尻。α2 ’ 尻。α2

と求められる。誤差は約2．6％である。

さらに，ろ／αを変化させて計算した結果を表2に示す。

誤差は全て3％以下である。

 5．結 論

 文献4）で報告した固有角振動数の近似式を利用して，

対向する二辺支持された不等厚矩形板の支持辺に圧縮力

が作用する場合の座屈応力を簡単に計算する近似式を導

いた。さらに，数値計算例により座屈応力の求め方およ

び近似式の精度を示した。
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