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      板 厚 が 一 方 向 に 直 線 的 に 変 化 す る 矩 形 板 の 固 有 角 振 動 数 の 簡 易 計 算 法

                 ―対 向 辺 が 支 持 さ れ,他 の 辺 が 固 定 ま た は 支 持 され た 板

                         坂  田  敏  行*

   An Approach for the Determination of the Eigenvalues of Rectangular

        Plates with Thickness Varying Linearly in One Direction

            ― Plates with Two Opposite Edges Simply Supported and

                the Other Edges Clamped or Simply Supported

                          Toshiyuki SAKATA*

                      (Received September 13,1974)

            Since nodal lines can be considered as simply supported edges even

          for non-uniform thickness plates, the fundamental eigenvalue of a

         rectangular plate Which is made by cutting a rectangular plate along

         the nodal lines, coincides with the higher eigenvalue of the latter.

            An approximate formula for the fundamental eigenvalue of the

         non-uniform thickness plate is introduced, Numerical examples apparently

         show that the approximate formula simplifies considerably the evaluation

         of the higher eigenvalues of the non.uniform thickness plate.

1.緒 言

一 般 形 状 の 不 等 厚 板 の 固 有 角 振 動 数 を厳 密 に求 め る こ

とは 不 可 能 で あ り,有 限 要 素 法 ■・2),フ ー リエ級 数 法3・

  ッ          4)な どに よ り近 似 計 算 が 行

  b         な わ れ て い る。 本 論 文 で対

                象 とす る板(第1図 に その                                       (
a)          (b)             

・ 形 状 を ,第2図 に その 境 界

  Q     喫 ・x 条件を示す。)に_般的な方

                法 を適用して固有角振動数
  z

        ん     を求めることも可能である

正   。 が・その厭 は相当の労        房
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2 技  出

した方法を工夫して固有角振動数を計算するのが普通で

ある。第2図一（a）に示す板については次のような研究が

報告されている。F．C．App1等は基本固有角振動数の

上限，下限を計算した。5）Gumeniukは基本固有角振動

数の近似式をfinite－difference法を用いて導いた。6）

この方法は固有角振動数の近似式を陽な形で求めた注目

すべき方法であるが，計算式が極めて複雑であり，しか

も後述するよIうに誤差が大きい。著者は基本及ぴ3次ま

での高次固有角振動数の近似式を導き4），さらに高次固

有振動の前線に注目することにより基本固有角振動数を

用いて高次固有角振動数を求め得ることを明らかにし

た。7）RC．App1等の方法，Gumeniukの方法では高

次固有角振動数を求めることは不可能であり，文献7）の

方法はこの点で秀れている。第2図一（b）～（d）に示す境界

条件を有する板の基本固有角振動数はGontkevicbによ

って求められた。8）その方法はGumeniukの方法を応

用したものである。本論文では，文献7）の方法を第2図

一（b）～（d）に示す板に適用し，基本固有角振動数のみなら

ず高次固有角振動数をも精度良く推定し得ることを明ら

かにする。

 尚，本論文で使用する主な記号は以下の通りである。

  α，ろ 矩形板の辺の長さ

  刃包

  刀

 尻，伽

  m
lm伽α”1

 ”，γ

   名

 α，α毎

β。，β。

   v

   ρ

  σ”O

lσα㌦α％1

 ω毎，ゴ川

板の．曲げ剛さ＝那49／ユ2（トv2）

板の縦弾性係数

板厚

板のたわみ振幅

1m lの最大値

板の申立面上に考えた矩形板の二辺に平行

な座標軸

死，γ軸に垂直な座標軸

板厚変化の程度を示す定数

定数

ポアッソン比

板の密度

κ方向の表皮応力

1σ刈の最大値

固有角振動数・添字｛，ゴはそれぞれy，

κ軸に平行な前線の数

 2．基本固有角振動数の近似式

 解析する板（第ユ図）の任意の位置（κ，y）における

板厚みは次式で表わされる。

H。（1＋）       （1）

大きさα，ろ及び境界条件が同じで，αのみが変化する

板について考える。α：0，O．2，O．4，0．6，0．8および

1．Oのときの基本固有角振動数ω。，。，。を求め，文献7）

敏  行

 と同様のデータ処理を行なった結果，固定辺を有する場

合にも次式が近似的に成立することが明らかになった。

  ωo舳＝1＋（03＋βユ）α
 ω0，O，皿＝O

      刊・一（・・・・・…号）α／α・ （・）

 ただし，β。，β、は二辺の比α／ろ及び境界条件により

定まる定数であり，第3，4図にその値を示す。第4図

の三本の曲線は互いに独立ではなく，曲線（C），（d）の平均

値が曲線（a）（曲線（b）と同一であるが）に一致する。近似

式（2）を用いて計算した結果の一例を第1表に示す。表申

フーリエ級数法とあるのは文献7）で詳述した計算法であ

り，その精度は0．1％以下である。この表より，近似式

（2）により極めて精度の高い値を得られることが明らかで

ある。α／ろの値がO．ユから10の間ではほぼ同様の結果が

得られた。次に，第3，4図の読み取り誤差によりω。，。，。

の値にどの程度の誤差が生ずるかを第2表に示す。β。，

’β、をそれぞれ単独に土10％変化させた。 その結果，

ω・，。，匝にはそれぞれ0～O．3％， O～1．5％程度の誤差

が生じることが明らかになった。第3，4図より明らか

なように，10％もの読み取り誤差が生ずることは考えら

れず，最悪の場合でも，ω。，。，皿に及ぼす読み取り誤差の

影響はO．5％程度であると考えられる。 比較のために

Gontkevichの式8〕を用いて計算した結果を次に述べ

る。第2図一（b）（α＝ろ）ではα＝Oのときω。，。，。。。＝

2602〉玩7丙54， α＝1 のときωo，o，皿＝、＝3311

ソ万。／ρゐ。源となった。又，第2図一（c）の板（α＝あ）

ではα＝Oのときω。，。川＝。＝2216〉刀。／ρ尻。戸となっ

た。第1表の値とこれらの値を比較してみれば明らかな

如く，α＝0のときには約ユO％，α＝ユの時には約20％

の誤差を含み実用には供し得ない式である。

 尚，式（2）を用いてω。，。，。を求めるときには，ω。，。，。！。

の値が必要であり，ω。，。，匝二。に含まれる誤差はそのまま

ω。，。，。に含まれる。そのため，ω。，。，。畠。の値を高精度に

求める必要がある。この値はWarburtonの式9）を用い

ても計算し得るが，より高精度には附ユ図を用いて求め

ることができる（求め方は附録参照）。

 以上の結果より，本論文で提案した方法により第2図

に示す板の基本固有角振動数を誤差1％以下で求め得る

と考えられる。

 3．高次固有振動の前線に関する考察

 文献7）では，四辺支持不等厚矩形板（第2図一（a））の

高次固有振動の前線は近似的に単純支持辺と見倣し得る

ことを明らかにしれ固定辺を含む場合にも同様の結論

が得られるか否かを検討する。

3．1固有振動に関する考察 第5図は二辺固定二辺友

一（2） 中部工業大学紀要
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第1表

 坂  田  敏  行

ω。，。，匝／〉D。／ρゐ。ろ4の精度（α＝ろ）

  ユ．0

で 0．5

；

ド0
∈一 Z．5
§

＼§一1．O

境界条件 第2図一（b） 第2図一（c） 第2図一（d）

α
フーリェ 近似式（2） フーリェ 近似式（2） フーリェ

級数法 級数法 級数法
近似式（2）

一0 28．95 28．95 23．65 23．65 23．65 23．65

0．2 31．79 31．78 25．87 25．87 26．08 26．07

0．4 34．52 34．51 28．04 28．03 28．45 28．44

0．6 37．18 37．17 30．16 30．15 30．77 30．76

O．8 39．77 39．76 32．23 32．23 33．05 33．05

1．0 42．31 42．31 34．28 34．28 35．30 35．30

βo 0．04612 0．03372 0．03372
β、 0．1970 0．1754 0．2186

v

ω胴・F46・12甲      ケ
2

ユ．0 μ＝O．5あ ・一・ @ ん。 κ

＼

＼ ’、  O  ．bκ   ト1．4ん。
0．5

＼ ・・…1 グ ＼ 06219α   ／
0

＼02・・8金・・、ψ O．8 ／  1．
／

O

／O．5 1
t。／1ω、亜1

1．O

1σ婁／1σ㍑1

α。＝032775α    α・＝02915α    α。＝038075α

第2表

第5図 高次固有振動形の例（α＝2ろ，α＝0．4）

β。，β。の誤差が固有角振動数ω。，。，。／

〉D。／ρ尻。ろ・に及ぼす影響（境界条件は

第2図一（b），α＝ろ）

β。 O．04151
       ，

n．05073 0．04612 0．04612 フーリェ
βi 0．1970 0．1970 O．1773 0．2167 級数法

0 28．95 28．95 28．95 28．95 28．95

O．2 31．78 31．77 31．66 31．89 31．79

α
0．4 34．53 34．49 34．28 34．74 34．52

O．6 37．21 37．13 36．83 37．51 37．18

0．8 39．83 39．69 39．31 40．22 39．77

1．0 42．41 42．21 41．74 42．88 42．31

時された矩形板（α＝2ろ，α＝0．4）の高次固有振動（ω。，

。，血＝。。＝4612ソD。／ρゐ。ろ4）のたわみ振幅m，表皮応力

振幅σ♂を示したものである（γ＝0．5ろ）。ω＝0，σ“

＝0となる点（γ方向の広がりを考えれば直線であるが）

は極めて接近しており，近似的には一致すると見倣し得

る。そこで，m＝O，σ。0＝Oとなる位置の中央を前線と

考えれば（すなわち，図に示したごとく固定端からα・．

＝0．32775αおよびα。＝0．38075αの位置に前線がある

と考えれば），前線において近似的にm＝0，σ“＝Oが

成立し，前線は単純支持辺と見倣し得る。

O

  3．2固有角振動数に関する考察 前線の位置で矩形板

  を3ケに分割し，分割辺を単純支持辺と考えそれぞれの

  板の基本固有角振動数を求め，ω・，・，。・・．・との関係を検

  試する。すなわち，第6図一（a）の板を第6図一（b），（c）及

  び（d）の如く分割する。第6図一（a）のみ、，尻。及び尻。を

  求めると，式（1）より，

   尻、＝尻。（1＋旦α、） ’      （3）
        α

   尻，＝尻。｛1＋旦（αユ十α，）｝      （4）
        α
   ゐ。＝尻。（1＋α）           （5）

  又，第6図一（b），（c）及ぴ（d）におけるαをα、，α。及び

  α。とそれぞれ定義すれば，

   伽＝ゐ毎一、（1＋α壱）          （6）

  ナこテごし， ゴ＝1， 2， 3

  式（3）～（6）より，α。＝0．1311，α。＝0．1031およびα。＝

  0．1221と求まる。

   第6図一（b）の基本固有角振動数ω。，。，。。。ユを求める。

  第3，4図の横軸ろ／αは第6図一1b）の場合にはる／α、＝

  0．5／0．32775に等しい。ろ／α÷1．53の時には，第3’，4

  図よりβ。＝0，037，β・＝0．13と読み取れる 式（2）に代

  入すれば，

（4）               中部工業大学紀要
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（9）｝

 分割位置

いん、ん、α1＝032775α
        α2＝0．2915α

κα。＝0．38075α

る。従って，

 ωo・o・o＝o＝34474ソエー7ρゐ、あ4

α。↓α、十α、

 α＝2あ

パー
0α1π0α2κ

μ

汀
0  α3π

㎞』走ト、士払
     ん・ ん・ ん・ ん。 ん、

   （う）   （・）   （d）

   第6図 板の分割位置（α＝2ろ，α＝0．4）

  ωo川n’＝ユ0558       （7）
  ωO，O川10

次に，附ユ図を用いてω。，。，皿＝。を求める。附ユ図の横

鞘。。ノろは第6図一（b）の場合にはα、／ろ＝O．32775／O．5に

等しい。そこで，直線。毘／ろ＝O．6555と附1図の曲線と

の交点の縦座標の値を読み取れば約O．0495と求められ

る。ところで，縦軸はO．9c。／ト。エ／ろである。

ゆえに，O．9生一生＝O．0495
      ろ  る

より。、／あ＝0．54045と求められる。この値を式（附1）

に代入すれば，

ω。舳・F43660〉D。／ρゐ。ろ・     （8）

式（7），（8）より，

ωω舳・匝・＝4610〉D。／ρ尻。ろ・     （9）

同様にして，第6図一（c）の基本固有角振動数ω。，。，。二。・

を求める。第3，4図においてろ／α：1．7153（．．’ろ／α，＝

0・5／0・29ユ5）のときには，飢＝O・034，β・＝O．2－0，003α

／ろ＝O．1983と求められ乱したがって，

ωolo川＝皿』10510       ω
 O’O，O，o＝〇

二辺の比ろ／c、＝1．7153（＝ろ／α。）なる四辺支持矩形板の

基本固有角振動数ω。，。，。＝。は式（附ユ）より，

  ω・，ω同＝38908〉Dユノρ尻ユろ4

      ＝44009〉D。／ρ尻。ろ4    ω

式ω，値はり，

ω・舳｝＝4625ソD。／ρ尻。あ・     l1a

第6図一（d）の基本固有角振動数ω。，。，。。。。を同様に求め

る。β。：0，035，βユ＝0．25を式（2）に代入すると，

  ω。川旧3＝10666       蝸
  ωO，O，藺＝O

附1図において，c。／ろ＝0．7615より。エ／ろ＝0．6333とな

     ＝43086〉D。／ρゐ。ろ・     （1切

式（1割，（1④より，

 ω。川・向・＝4596ソD。／ρゐ。ろ4     ㈲

式（9），⑫及び（1θの値より明らカ）なように，それぞれの基

本固有角振動数はほぼ同一の値となり，それらの平均値

46ユ0ぺ一〇。／ρゐ。ろ4はω2，o川＝04＝4612ノー。。／ρゐ。ろ4と

良く一致している。他の条件の場合もほぼ同様の結論が

得られた。

 3・ユ及び3．2の考察より，文献7）の場合と同じく，第6

図一（b）～（d）の場合にも近似的に次の結論が成立する。

1）固有振動の前線は単純支持辺と同一の作用をする。

2）高次固有角振動数はその前線を単純支持辺とする板

の基本固有角振動数と一致す孔

 以上の結論より，図2に示した各種境界条件を有する

矩形板の高次固有角振動数を式（2）を用いて簡単に推定す

ることが可能である。

 4．高次固有角振動数の推定法

 前章で明らかにした前線の性質を利用して，図2に示

す不等厚板の高次固有角振動数を精度良く求め得ること

        分割位置

      宕
              ん。   ん。

 ．（、）＾         κ
α・一÷トーα・

砂

b

0

α＝5ろ

        v

        ろ
｛＝1 ｛＝2

αユ  κ  0     α2  κ

ん←キえ
ん。

      （ろ）      （・）

    第7図 板の分割位置（α＝5ろ，α＝O．6）

を例題により説明する。

〔例題〕一辺固定三辺支持矩形板（第2図一（c），α＝5ろ，

α＝O．6）のω。，。，。。。．。を求める。

 第7図一（a）に示す板を前線の位置で分割し，同図（b），

（c）に示す2ケの矩形板を作る。前章の結論1），2）によれ

ば，第7図一（b），／c）の拳本固有角振動数が等しくなり，

その値が求めるω。，。，。二。．。一に一致する。そこで，前線

の位置を適当に仮定し，試行的にその値1を修正し，条件

（5）



 6                  坂  田

が満足されるようにαユ，α。を決定すればよい。まず最

初に，α、＝2．5ろ，α・＝2．5ろと仮定してそれぞれの基本

固有角振動数ω。，。，。。α壱を求める。その求め方は前章で

述べた通りであるので，結果のみを示す。

   板の番号

 αをを仮定する

   式（1）より

番号｛の板のα

  第3図より

  第4図より

   式（2）より

式（附ユ）より

したがって

単位を変更して

  ｛

  α乞

  伽

  α壱

  β。

  βユ

ωo，o川1皿毎

 1

2．5ろ

ユ．3尻。

0．3

0，07

0，22

1．1565

2

2．5ろ

1．6孔。

0．2308

0，08

0．1925

1．ユ097
ωO，O，匝＝0

ωo，o川＝o
     ．11．750 11，449
〉月毎／ρみが

ωO，O用＝σ乞
   一 一 13 59  12，705
ソ刀也／ρゐ。ろ4

ωo，o，匝＝匝壱

〉η凧ア1359ユ652

敏  行

この計算結果ではω。，。，匝。皿。とω。，。，。。。。との差が大

きい。αエ，α。を順次変化させて計算した結果を第3表

に示す。第3回目の計算によりα・＝2．0ろとαユ＝1．8る

との間でω。，。，。＝皿、＝ω。，。，皿＝皿・ となることが明らかに

なり，第4回目の計算でα。＝1．9ろと1．8ろの間である

ことが明らかになった。第6回目までの計算でα、＝1．

83ろと1．82ろの間でω。，。，匝＝皿・＝ω・，。，。・。・が成立する

ことが明らかになった。又，第5， 6回の場合には

ω・，。，岨・。ユとω・，。，。・。・との差は約O．2％となったので

計算を打ち切った。ω。，。，。＝。、とω。，。，疵1皿。の平均値を

ω。，。川二。。と考えればωユ，。川＝。。＝15ユ1〉D。／ρ尻。ろ・

と求められる。フーリエ級数法により求めた値は15．13

〉D。／ρゐ。ろ・であり誤差約013％である。このように，

ω。，。，匝＝匝。とω。，。，向。の平均をω。，。，日．。と考える

ならば，試行回数を余り多くする必要がない。

第3表 高次固有角振動数の計算結果

回    数

 α、／ろ

 α。／ろ

ωo，o，岨圧。■

〉D。／ρゐ。ろ4

0，O，0，O＝匝2

〉D。／ρゐ。ろ・

ωO，O，口＝記1一ω0，O川＝血2

ω0，O，匝＝匹1

‘O工，O，O＝O，O

〉万。／ρ尻。ろ・

（一ωω擶チ紺一2）

ω、，。，。＝。．。の誤差（％）

ユ    2    3

 2．5

 2，5

13．59

16．52

一0．216

15．06

 2．0

 3．O

ユ4．．50

15．42

一0．063

14．96

 1．8

 3，2

15．22

15．07

O．010

15．ユ5

…l11・1一…1

 ユ．9

 3．1

ユ4．82

15．25

一0．029

15．04

…1

1，83

3．17

15．09

15．12

一〇．002

15．11

…1

1，82

3．18

ユ5．ユ3

15．10

O．002

15．12

0．07

 5．結 論

 板厚が一方向に直線的に変化する矩形板の固有振動を

考察し次の結論を得た。

1）基本固有角振動数は板厚変化を表わすパラメーター

の四次式により精度良く近似される。

2）高次固有振動の前線は近似的に単純支持辺と等価な

作用をしている。したがって，高次固有角振動数はその

固有振動の前線を単純支持辺とする矩形板の基本固有角

振動数と近似的に一致する。

 さらに，1），2）の結果を応用レて高次固有角振動数を

精度良く，しかも簡単に推定することが可能であること

を明らかにした。

 尚，本研究は昭和49年度中部工業大学特別研究費の援

助を受けて行なわれたことを記し，関係各位に謝意を表

する。
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 附 録

 附ユ図を用いて一辺固定三辺支持等厚矩形板の基本固

有角振動数を求める方法を簡単に説明する。附2図に示

  0．06

1     2 C。／あ 3

ロロ｝

□ユ
」・。■ ■

0．04

0．02

   ○
牛

串’0・02

二

 一0．04

一0．06

一0．08

  附1図 同一の基本固有角振動数を有する時の

     ・。／ろと・、／るとの関係（文献10）より

      引用）

す2ケの矩形板の曲げ剛さをD。，密度をρ，板厚をん。

三し，基本固有角振動数をそれぞれω・＊（附2図一（a〕），

       （α）    （あ）

    一支持込  幽固定辺

     附2図 板の形状及び境界条件

ω・＊（附2図一（b））とする。ω・＊＝ω，＊のとき，c・／ろと

C。／ろの関係を表わすと附ユ図が得られる。■O）例えば，

c。／ろ＝1の時のω。＊を求めるためには次のようにすれば

良い。直線。。／ろ＝1と附ユ図の曲線との交点の縦座標

を求めると，

 0．9生一三・＝0，054
   ろ ろ

。。／ろ：1であるから，cエ／ろ二〇．846となる。

従って，c。／ろ＝O．846の時のω。＊を求めれば，その値が

ω。＊である。ω、＊は四辺支持矩形板の基本固有角振動数

であるから，その厳密値は，

ω月一／（壬）2・1トV耶。1・ （附1）

で与えられる。cユ／ろ＝0，846のときには，

 ωユ＊＝2366ソー。o／ρゐ。ろ4

と求められる。従って，ω。＊＝2366〉D。／ρ尻。ろ・である。

ω。＊の正しい値は，ω。＊＝2365ソ刀。／ρ尻。ろ・であり，

附ユ図を用いて精度の良い値が求められることが明らか

である。

（7）


