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                     Toshiyuki SAKATA

                   (Received August 23,1973)

          The following results for the plate with uniform thickness were

        obtained pzeviously.

        a)Anodal line can be considered as a simply supported side.

        b)The fundamental eigenvalues of simply supported rectangular

        plates which are made by cutting a rectangular plate along the nodal

        lines, coincide with the higher eigenvalue of the latter.

          In this paper, the sa皿e results are obtained for the simply

        supported plate with the thickness which varies linearly in one direction

        and an approximate formula for the fundamental eigenvalue of the

        plate is introduced.

          This consideration simplifies considerablST the evaluation of the

        higher eigenvalues of the plate.

 1.緒 言                   多い。著者は先にこの労力 と時間を節約するための一方

 等 厚薄板の振動の基礎式は定数係数の偏微分方程式で  法 とし・て板厚が一方向にのみ変化 し・・対向する二辺支持

あるため,固 有角振動数の厳密解が得 られない場合にも  され た矩形板の固有角振動数の近似式を発表した3,4)。

精度の良い近似値を求める方法が多数報告されている。  この近似式は未定定数を4ケ 含み・その値を決定するた

それらは板の固有モー ドを仮定する方法としない方法に  めに少なか らぬ計算量を必要 とした。本論文では四辺支

大別 される。一方,不 等厚矩形板の振動の基礎式は変数     y          持矩形板(第1図)の 基本

係数の偏微分方程式になるため,そ の固有モードを簡単     b          固有 角振動数は1ケ の未

な関数により近似することは一般に不可能に近 く,固 有               定定数のみを含む簡単な

角振動数の近似計算法としては固有モー ドを仮定する必                式 により精度良 く近似さ

要のない方法が用い られている。例えば有限要素法1・2)     0      α xれ ることを明らかにし,

フー リエ級数法3・4)及びF.C. Appl等 の方法5)等 で あ               未定定数を求めるための
                              Z

る。これらの方法をその特長及び用途に応じて用いれ               グラフを報告する。他方

ば滴 次固有角踊 数を求めることは可倉旨である.し か 江  h ・等願 形板の融 固有モ

し・その講 には多くの時間と勤 を必要とする場合が   ・-」 一ド鹸 討した際・舳

                                 α凋   振 動の節線は近似的に単 *機械・生産機械工学科(Department of Mechanical Enginee・

 ring)                         第1図 板 の形状   純支 持辺 と同一の作用を

                        (1)



 i4                披  出

していることを明らかにし6・7・8），対向する二辺支持さ

れた矩形板の高次固有角振動数を基本固有角振動数より

簡単に求める方法を提案した7・8〕．ここでは文献7・8）と

同様にして第1図に示す四辺支持不等厚矩形板の固有モ

ードの前線は近似的に単純支持辺と等価な作用をしてい

ることを示し，高次固有角振動数の推定法を述べる。

 2．計算方法＊

 不等厚板の基礎式は次式により表わされる5）。

      ∂D ∂       ∂D∂
 一0▽4m＋2一一（▽2m）十2一一（▽2m）
      ∂π∂π      ∂γ∂γ

・票（裳・喋）・群（箒・喋）

      ∂2D ∂2m ＋2（1－v）     ＿一ρゐω2m＝0
      ∂”∂γ∂κ∂γ

ただし，m：板のわみ    ゐ：板厚

    ρ：板の密度   ω：角振動数

       万ゐ3
    D＝      曲げ剛さ
     12（1＿v2）

    v＝0．3：ポアソン比，亙：ヤング率

支

持

（1）

O・ 支持 αxO一 支持α
    （α）           （b）

敏  行

     κ，γ：板の申立面上の直交座横軸

 本論文では第1図に示すκ方向にのみ板厚の変化する

矩形板を解析する。そこで，，板厚みを式（2）で表わす。

ゐ＝ゐ・（1＋旦κ）        （2）
      α

 ただし，ゐ。：”＝Oの時の板厚，α：定数

今，θ＝ゐ／尻。とすれば，式（1）は式（3）となる。

      3θ3 ∂
 θ3▽4m＋2一一（▽2m）
      加 ∂κ

・篶（窯・偉）廿商一・ （・）

          3
        珊O ただし，刀O＝
       ユ2（1＿リ2）

たわみωとして次式を仮定する。

     K 石    ゐπ   zπ
m＝ル）、；、、…ユ”庖＝sinT”sinTヅ （4）

 ただし，mは定数，！（κ）はmが板の境界条件を満足
     棚
するように決定される任意関数である。その例を示す

と，

y y

支持 bi ‡持 1〕 支村

／

支固、 固固、 支

定定・

」1一。 ・トk ＾  τ ∩ ol’ ・目玉 π  百  n 一チ ＝トI二 n Ψx O

支・

持・

支持。α x O  支持 α 文
 （C）          （d）

第2図板の境界条件
∫（”）＝1        （第2図一α）

   ＝κ2一肌      （第2図一ろ）

   ＝κ2－2蜥      （第2図一。）

   ＝が一α2      （第2図一♂）

式（4）を式（3）に代入し，整理すれば，

（5）

互れξ小11一缶ぺ1｝i・宇γ一・（・）

      （包）
 ただし，亙  （｛＝1，2）は北のみの関数
      κ！
   （壱）
関数万  をフーリエ級数に展開する。
   刷

  （包） K 肌互（乞〕 ㎜π
 亙   ＝Σ  3    sin＿κ， （｛＝1，2）  （7）
  κ一  m｝＝ユ  施ユ      α

ただし・・㌶（包）一芸／；亙1：）・i・平・い・）

式（6），（7）より，

、ξ点ξψ㌶はL缶ぺ②1〕

＊文献8・4）では極めて簡単に述べてある。ここではくわしく説明する。

      ㎜π    エπ
    ×sinブlinTγ＝0   （1）

式（9）はκ・γについての恒等式であり，連立一次方程式

（1ωが得られる。

、㍉ぼω一缶峠〕〕一・ （11

 ただし，m＝1，2，3，…＿．・．，K

     Z＝1， 2， 3， … ．．一．．、， 工

連立一次方程式ωが零以外の解を持つ条件より振動数方

程式が得られるが，Kが大きい場合には固有角振動数を

精度良く求めることは困難である。そこで，式ωのかわ

りに式（加を用いて解mを求める。
         膿

紅げ一缶ぺω／一・  ω

（2）

ただし，㎜＝1，2，3，一  、，K

    Z＝1， 2， 3， ．   ．， 工
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得られるω舳は角振動数ωの関数である。そこで，m舳が  ωOO。＝O，ωOOα＝O．2，ωOOα＝O．4，ωOOα二〇．6，ωoOα。o．8，

無限大の（すなわち，極めて大きくなる）時のωを固有  ωOOα。■．Oを用いて最小自乗法により係数r。を決定し，

角振動数とした。

 3．計算精慶

 ここでは矩形板の固有角振動数をωψで表わす。添字

｛，ブはそれぞれy，κ軸に平行な前線の数を表わし，α

は板厚変化の程度を示す定数で式（2）により定義された値

である。正方形板の基本固有角振動数ωOOαの収束性を

第1表に示す。この表より，項数Kを増加させればωooα

は一定値に収束すること，およびα＝0．0（すなわち，等

第1表 基本固有角振動数ωOOα／〉刀。／ρゐOろ4の収束

    性（α＝ろ）

境界条件 図2－a 図・一・1図・一・

＼
1．O O．O …1… ユ．O

ユ0 29，208 28．836 42．002 23．594 34．046

20 29．208 28．920 42．233 23，632 34．2ユ6

30 29．208 28．937 42．279 23．640 34．250

40 29．208 28．943 42．296 23．643 34．262

50 29．208 28．946 42．303 23．644 34．269

厳密値 ’
28．951 ■ 23．646 ’

第2表 基本固有角振動数の比較（四辺支持正

    方形板）

ω00α一0．8      ωOOα＝O．8

ソ刀O／ρ尻Oα4  〉刀O／ρ尻064

κ

その係数を用いてωOOαの近似値を計算した結果，W≦

5の条件のもとでは”＝4のとき最良の近似式が得られ

た。四辺支持正方形板の場合のr。の値及び式㈹の精度を

第3表に示す。次に第4表に示すように，α／ろの値を変

化して求めた係数r・を詳細に検討した結果，r・／r・÷

  第3表 近似式（12の精度（四辺支持正方形板）

2    ユ

α フーリエ級数法 近似式11a
忠

ミ 0．0 ユ9．74 19．74
ミ
o 0．2 21．69 2ユ．69

q
＞ 0．4 23．61 23．61

、 0．6 25．50 25．50
…：

3 O．8 27．36 23．37

ユ．0 29．21 29．21

軸 r1 ユ9．740

畦

Q r2 9．857

曹 「3 一0．496
情

「4 0．112

ろ／α    4

フーリエ級数法

App1等の方法

ユ4．33

14．34

ユ7．00

ユ6．99

27．36

27．35

16．88

16．88

厚板）のときにはその一定値が厳密値であることがわか

る。第2表は4辺支持不等厚板の計算結果をF．C．AppI

等の値と比較した結果であり，等厚板のときのみならず

不等厚板のときにも正解に収束することが明らかになっ

た。多くの計算結果によれば，高次固有角振動数の収束

性および精度もほぼ同様であり，項数Kを50以上（四辺

支持の場合には20以上）にとれば誤差0．1％以下の値を

求め得ることが明らかになった。

 4．基本固有角振動数の近似式

 2章で述べた方法により精度の高い値を求め得ること

が明らかになったが，その値を計算するためにはかなり

の労力と時間を必要とする。そこで，α／ろを一定とした

時，ωOO、をαの多項式胸により近似することを試みた。

       w
ポ赤弘一∴ψ｛    ｛1a

第4表近似式（12の係数（四辺支持矩形板）

ただし，r碗は定数，

α／ろ ユ 5 ％

rユ

u2

ユ9．740

X．857

10．260

T．119

10．263

S．971

r2／・1 0．499 0．499 0．484

r3

u4

一〇．496

@0．112

＿O．646

@0．137

馬2．302

@0．834

・一／・3 一0．226 一0．212 一0．362

0．5，r。／r。≒一0．2なる関係が明らかになった。そこ

で，更に多くの計算結果を考慮して式㈹を導いた。

ω青ぎ麦三。一・・（・・一・…号）α

  一β・／・一（・・・・・…青）α1α・  l1・

たたし，ω・・α・・一π・
^・・（去）21・・。／ρ1．1リ1

    βO：定数

式㈹は未定定数βoを含んだ式であり，ωOOαの1，1をただ

1個求めることによりβoを決定することができる。本

論文では式（1司よりβoを決定した。

    15－0003旦一ωooα＝■
  β。二   あω・・α＝・
           α        （1a
       O．8－O．03一
           ろ
従って，近似式㈹の誤差はα＝0，ユ．0ではOである。0＜

α＜ユ．Oの誤差の例を第5表に示す。近似式（13の誤差は

最大O．3％以内であることが明らカ）になった。βoの値を

（3）
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第5表

坂  田  敏  行

近似式㈹の精度（四辺支持矩形板）

ω・・α／〉D。／ρゐ。ろ・ 1 ω・・α／〉D。／ρゐ。α・

α／ろ ユ 5 ％

α1 フー1エ級数法1 近似式㈹1 フー1エ級数法1 近似却ぺ フー／エ級数法1 近似式㈹
0．O 19．74 19．74 10．26 ユ0．26 ユ0．26 10．26

0．2 21．69 21．69 u．ユ8 11．17 11．26 1ユ．26

0．4 23．61 23．60 u．93 ユ1．94 ユ2．2ユ ユ2．21

0．6 25．50 25．49 ユ2．59 ユ2．60 13．13 13．13

0．8 27．36 27．38 13．20 13．19 14．01 14．01

1．O 29．21 29．21 13．76 ユ3．76 1 14．87 14．87

O．6

O．4

O，2

0．1

O．08

0．06

0．04

／     0．0暑
10     8

．o

雄一・・（・・一…号1）一風／1一（・・十…青）α／・

．4

y

2
b

0
α  x

Z

江

I 2  1 2    4    6 8     10

                   b力 く一一  一一÷ α／b

                第3図 未定定数βoの値（四辺支持矩形板）

第3図に示す。               考察する。α＝0．5，α＝るとする。固有角振動数ω■oα一

 5 高次固有振動についての考察          05＝6ユ25ソ刀。／ρ尻。ろ4のたわみm，蛇方向の表皮応力

 第1図に示す四辺支持矩形板の高次固有振動について  σ坦。＊を第4図に示す。この図より，〃＝0，σ、o＝Oなる

・1用紅・・膿・崇｝1
  位置は極めて接近しており近似的に同一の位置と見倣し

  得ることが明らかになった。次に，この正方形板をy軸

（4）               中部工業大学紀要



      板厚が一方向に直線的に変化する四辺支持矩形板の固有角振動数の簡易計算法

に平行な直線により分割して得られる2ケの矩形板をい

ずれも四辺支持矩形板と考え，それぞれの基本固有角振

動数ωooαを求め両方の値がほぼ等しくなる分割線の位

置を探した結果，κ＝0，468αの位置で分割すれば良いこ

とが明らかになった。この時，左側の板の基本固有角振

動数ωooα一0234＝6123ソDo／ρゐ。ろ4，右側の板ではωoo

α一02ユ6＝6107〉Do／ρ尻。ろ4となった（分割して得られ

た板のαはもとの板のαと異なる）κれらの値は分割前

の板のω■oα一〇．5とほぼ一致している。更にω＝0，σ。o

＝Oの位置の平均値κ＝0，467αは分割線の位置κ：0，468α

とほぼ一致した。より高次の振動の例を第5図に示す。

この図の固有角振動数はω30皿一05＝2078〉Do／ρゐ。ろ4で

ある。第4図の場合と同様にy軸に平行な3本の直線

（κ＝0，230α，炉0，473αおよびκ：O．730α）により正方

形板を分割して得られた4ケの四辺支持矩形板の基本固

有角振動数を左側の板から示すと ωooα一〇．115＝207．6

ユ．0

ω，。。、。ヨ＝6L25、町

17

O．5

里
＼
宅   0

色
＼ 一〇．5

一1．O

ノ

ノ

・〆lW。田亜1

x＝O．477α

、「一
O．2  0．4、

で
何。肋

6   0
。／；

・8 1．O

第4図 直線y：0．5α上のm，σπoの値（四辺支持

正方形板の固有モード）。ω伽α。，σ。伽α皿O

はそれぞれm，σ。Oの最大値

1．0

    〃

O．5・

ノ

4
4

、
、    ωヨ。α一。．5＝207．8J Do／ρhob4

首
＼             x〒0，227α

唱

、 x＝0・232α

い  x＝O・471α
、

 〃
ノ    、
！    、
ノ      、

。＝0，476α 、

x＝O．727α
x＝O．732α

主

》一0，5

      O・2，   04    0．6   ， O
               ’ γW・且・1   、

÷、＼、礼∵・
     一1．0．

         第5図

ソD。／ρ尻。ろ・・ω・・α一・…＝2080・／D。／ρ尻。ろ・・ω・・峠

。．104；207．1〉■Do／ρゐ。あ4， ωooα＝o．ogg＝207．9

ソDO／ρ尻Oろ4となり・分割前の正方形板のω30α一05とほ

ぼ一致した。又，第5図のm＝0，σ皿0＝0の平均値と前

述の分割線の位置ともほぼ一致した。m＝O，σ班。＝Oの

位置は極めて接近しているのでその平均値の位置を前線

と考えれば（通常m＝0の位置を前線と呼ぶが）前述の

結果より次の2点が成立する。

1）固有モードの前線は近似的に単純支持辺と同一の作

用をする。

2）高次固有角振動数は前線を単純支持辺とする矩形板

の基本固有角振動数と近似的に一致する。

 6、高次固有角振動数の推定法

 前章で明らかにした前線の性質を利用して第1図に示

．8

x／皿

、

ユ．O

直線γ＝0．5α上のm，σπoの値（四辺支持正方形板の固有モード）

す四辺支持された不等厚矩形板の高次固有角振動数を推

定する方法を例題により説明する。

〔例題〕α＝2ろ，α＝0．5なる矩形板のω10α一〇．5，ω20α一

〇．5，ω30作O．5を求める。

α）ω■oα一〇．5第6図に示すように解析する板を前線の

位置κ＝α■で2ケに分割する。α1の大きさは不明である

が近似的に適当な値を仮定して試行的に求めれば良い。

板の番号          i

吻を仮定する。       α歯

式（2）より，        伽

番号｛の板のα      吻

図3より，番号オの板のβo βo也

式（1④より，    ωoo皿＝o
        〉D包一。／｛一。ろ・

 1

0．8ろ

1．2ゐ。

O．2

0．026

25．291

 2

1．2ろ

1．5ゐ。

0，25

0．026

16．723

（5）
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式㈹より，    ωooα＝α一   27781877
        〉刀竜一。／ρゐ壱一。ろ・

単位を変更して， ω00α＝α！   27782253
         〉DO／ρ尻Oろ4

        肌。3
 ただし，D也＝
       12（1＿v2）

ωOoα＝αユとωOOα≡α2との値の差は大きすぎるので，α1

＝0．9ろ，α2＝1．1るとして同様に計算した。その結果，

ω・・α一αユ＝24・50ぺD・／ρゐ・ろ4，ω・・α一α。＝24．52

〉刀O／ρ尻Oろ4と良く一致した。従って，求める矩形板の

固有角振動数ωユ。α＝o．5≒24．51ソDo／ρゐ。ろ4と考えられ

る。2章で述べたフーリエ級数法により求められた値は

ωエ。α＝o．5＝24．53ぺDo／ρゐ。ろ4であり，その誤差は一〇．08

％である。

ろ）ω20岨＝o．5節線の数は2本であり3ケの矩形板に分

割して考えれば良い。最終結果を示す。

  ｛            1    2    3

t
hl

h。

i＝ユ

f

i＝2

α1 X
            α2  X

・F

                                  第6図 板の分割方法

  吻     0，605ろ0．66ろ0，735ろ     ｛  ユ  2
  α包     0．1513 0．14330．1396      α1  O．19ろ 0．2ユろ
  βo壱            0．033  0．030  0，028              αε    0．285    0．2451

  ωooα三α’                                     βo包    0．060    0．059
            39．57   40．08  39．58
〉D・／ρゐ・ろ4 @ ↓      ω・・1－1・ ・1．・… ．・・

蒜蒜／：洲三三雅線）  ソ舳〆  ！
                              ω■0α＝0‘6   52．67（2ケの平均値）
  誤差    一0．13％      〉Do／ρゐ。α4

の㍗＝山5最終㌘果のみ二称3、 滞蒜／：霧1；（フー／一級数法）

   α毎  0．45ろ0．48ろ0．52ろ 0．55ろ   誤差 一0・30％

   α壱   0．11250．10790．1055 0．1009    以上の例題より明らかなように，第3図及び式（13，（1句

   βo包   0．043 0．040 0．037 0，036   を用いて誤差O・5％以内の固有角振動数を求めることが

 ωooα刊   61．83 61．73 60．11 60．77   できる。F・C・ApP1等の求めた基本固有角振動数の誤差

 〉Do／ρ尻。ろ4      ↓             が0．5％以内であり，しカ）も計算範囲が0．25≦α／ろ≦4．0

蒜蒜、／：1出讐工線）  0≦α≦0・8の基本固有角振動数のみであることを考慮す
                           れば本方法の有用性を理解することができるであろう。

 誤差 一0．08％
〔例題2〕α＝0．1ろ，α＝0．6なる矩形板のω1、、、。．、を求   7・結 諦

める。                      ユ）板厚が一方向にのみ直線的に変化し，対向する二辺

 却。よりm、三／ω、、を求め，式（4）に代入すれば明らかで  支持された四辺支持矩形板の基本固有角振動数を求める

あるが，”軸に平行な前線は常に等間隔になり，しかも  近似式を導いた。

その前線上で常にω＝0，y方向の表皮応力σvo＊＝0が成  2）高次固有モードの前線は近似的に単純支持辺と等価

立する。従って，5軍ユ），2）と同様の事がγ方向につい  な作用をしていること・および高次固有角振動数はその

ても成立し，求めるω13α＝o．6ばる＝2．5α，α：0．6なる板  固有モードの前線を単純支持辺とする矩形板の基本固有

のω10α＝o．6と一致する。そこで〔例題1〕と同様にして  角振動数と近似的に一致することを明らかにした。

ω10α＝o．6を求める。             3）1，2）の結果を応用して高次高次固有角振動数を

                           0．5％以内の誤差で簡単に推定する方法を例題により説

・｛余ル（啓・款）1     明した。

                        （6）               中部工業大学紀要



板厚が一方向に直線的に変化する四辺支持矩形板の固有角振動数の簡易計算法
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