
                                                               153

             Galois拡 大 の 埋 め こ み 問 題 と n-invariant number

                          白  井     進*

            On the Imbedding Problem and n-Invariant Number

                         of Galois Extensions

                           Susumu SHIRAI*

                        (Received September 1,1971)

             The purpose of this paper is to give a cohomological formulation

          of Brauer's theorem on the imbedding problem for a Galois extension

          K/々and to determine the group of n-invariant numbers in case the

          Galois group of K/k is cyclic. Moreover, with this results, the imbedー

          ding problem for a unramified 4-extension of algebraic number fieldS is

          considered.

 1.n・invariant number            が 成 り立 つ 。 従 っ て特 に 々が ζを含 む と きに は,κ μ/々

 kを 標 数oの 体,K/kを 有 限 次Galois拡 大 と し,以  はK/々 のcentral extensionに な る。

後 断 わ らな い 限 りKは 常 に1の 原 始n乗 根 ζを含 む もの   さて 群 拡 大

とす る。K*の 元 μ が9=Gal(K/k)の すべ ての 元 σ     Gal(K./k)/Ga1(Kp./K)ε ≡9

に 対 して                       の因 子 団 はXy.に よ りH2(9,Ω)のcohomology類 を

     μσi…μ  mod K*n             定 め るか ら・ こ の類 を ρ(μ)に よ って 示 す;

を 満 足 す る と き,k上 のn-invariant numberで あ る     ρ(μ)={Xμ(σ ・σ2ー■a・a2)} (σ・,σ2∈9).

とい う。 これ はI.R.首afarevi64)に お け るe-invariant  こ こに{ }はcohomology類 を示 す もの とす る。

numberの 自然 な 拡 張 で あ る。 k上 のnーinvariant   補 題2.ρ は 丑2(9,Ω)の 中 へ のK*nの 準 同型 写 像

number全 体 の な す群 をK*nで 示 す。        で あ る。

 補 題1.H・(9, K*・)≡K*n/le*K*n.         証 明 ・9の 元 σ のL=K(YT・op,)へ の延 長 の1

 証 明.K*nの 元 μ に対 して アμ(の 二μσ/μ とお け ば, つ をaで 示 す と き・Ym,,=μ π μ7ζaと 書 け るか ら

Hilbert-Speiserの 定 理 に よ り対 応 μ→ アμ が 同型 を     Yμi7t7]σ■σ2-■i'65=y-PO,σ2-1～ ㌧む

誘 導 す る。              (証 明終 り)             ・μ77σ ・σ2-1σ・σ2ζa.

 次 にKpa=K(y7)(μ ∈K*n)と お け ば, Kμ/kが  従 ってaのKpaへ の制 限 をReSL/Kμoで 示 す と,

Galois拡 大 に な る こ とは容 易 に 示 され る。9の 元 σ の      Xμμ'(Resi,IKmp'σ 、σ2一1δ、a2)

h=Ga1(K./K)へ の作 用 を                  =xμ(Res■,IKgeノ σ1σ2-■a■a2)

     zσ=∂ 『12δ  (z∈h)                    ・Xμノ(ReSz,IKpea ■ a 2-1a■ δ2).

に よ って定 義 す る。 こ こ にaは σ のKμ へ の延 長 の1                    (証 明 終 り)

つ を示 す 。 さ らに                    次 に 完 全 系 列

     γア=・ ・(z)Y」       、_Ω 一L。K・ヱ→K・n_、
に よ ってhの 指 標Xμ を決 め る。 μ はn-invariant                                  か ら

cohomology群 に うつ る と, Hilbert-Speiserの
numberな の で,こ のX・paは1のn乗 根 の全 体 の な す                                  定 理

に よ り完 全 系 列

群 Ω の 中へ のhのg-同 型 写 像 で あ る。 す な わ ち                     .                                                δ
*       t*     

X・・(zσ)-X・・(z)σ          1→H■(9,K*n)一 ・H2(9,Ω)一 →H2(9,-κ ・)

*本学自然科学系列_数 学(Department of Liberal Arts and  が 得 られ る。 補 題1の 準 同型 写 像Kn*一 →E■(9・K*n)

 Sciences-Mathematics)              を λに よ って 示 す と,

                               (1)
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 補題3。図形    K＊・            ルが成り立つ。従ってX岨はΩ。の上へのGa1（L／K）の
         λ／  ＼ρ
           δ＊           g一同型写像であるから，gの元σの王への延長のユつ
     ∬1（＆K＊閉）一→亙2（＆Ω）         を6で示すと，Ga1（工／K）の任意の元zに対して

は可換である。従って補題1により              X帆σ（6一ユzδ）＝X岨（z）。＝X帆（ゲ、肋）．

           ρ＊      一＊
  1一＞K＊、ノ々＊K＊〃一一美亙2（9，Ω）→亙2（9，K＊）  ゆえに

幾幾ζ∵に触はρから自然に誘導され （汗）ゲ㎞辛

 証明．μをK＊例の任意の元とすると入（μ）二｛！、｝で  従って

ある。             γアノ灯EK＊・
ただし！叫（σ）＝μσノμ。μσノμ＝9（σ）椛（9（σ）≡K＊）とお  こ・のことはμが尾上のm－invariant numberであるこ

くと                      とを示してい孔”（9・Ω）においてρ（μ）＝｛∫。｝な

    ・（σ）一汗w7ζ（σ）（一（σ）三Ω）  ることは今や明らかである。  （証明終り）

と書けるから                   埋めこみ問題Pのあるreductionが解をもつとき・

    （∂g）（σ、，、，）＝g（、，）g（σ、、里）一ユg（、1）。。    PはsO1vab1e reductionをもつという。補題3と補題

                           4により次の定理を得る。それは埋めこみ問題に関する
    ＝X肌（σ・σ・■1δ・6・）ζ（σ・）ζ（σ・σ・）一’ζ（σ・ル．

                          Brauerの定理1）の。OhOmO1ogy的定式化である。
従ってδ＊の定義から
                           定理5．（Brauer）埋めこみ問題P（Kノ尾，｛∫｝）（｛∫｝
    δ＊｛！μ｝＝｛X口（σ1σ2一■δ■δ2）｝＝ρ（μ）．

                          ∈∬2（9，Ω））がsO1vab1e reductionを持つための必
                   （証明終り）
                          要十分条件は．∬2（g，K＊）において｛∫｝＝1となるこ

 2・B胞皿erの定理                とである。

 埋めこみ問題P＝P（幻尾・｛ア｝）（｛∫｝三”（9・Ω））   系．とくにK／后が4一拡大でΩが1の4乗根よりなる

の解とは因子団アに対応するΩのgによる群拡大をG  群の場合には，”（＆Ω）において｛∫｝≠1ならば，

とするとき・図形                 p（Kノ后，｛ア｝）が解をもつための必要十分条件は，”

        G・1（市）■〉・     （3K・）において／ア／－1となることである。ここに
         φl ／・   、は素数を示す。

          G→ 9
が可換となるようなGa1ois拡大工μと同型写像φのこ   乱Kノκが巡回拡大の場合K＊、ノκ＊K＊・の構造

とである。Pのreductionとは，形
                           定理＆ K／后が巡回拡大ならば
    P。＝P（K／尾，｛！。｝） （｛∫O｝…亙2（9，ΩO））
の問題である。ここにΩ。はΩの部分群であ／，／∫。／はK㌔ ^附・性、・（K㌔／附・づ三Ω∩畑K＊／。珂尾Ω

”（9，Ω）において｛∫｝＝｛∫。｝となるものである。   が成り立つ。

 補題4．Pのreduction＾＝P（Kノ尾，｛ア・｝）が解   証明．9＝Ga1（Kノ尾）は巡回群であるから

（州）を持つならば・工はK上”’nVa「’antnu阯 @ ”（。Ω）。Ω∩房＊／畑尾Ω

berμのm乗根によって生成される。そして亙2（g，Ω）
                                   Ψ
においてρ（μ）＝｛∫・｝が成り立つ・          が成り立つ。ここにψは，9の生成元の1つを、とする

 証明・〔工：K〕＝a・”＝＝mとおくとエノKはKum’ とき，cohomo1ogy類｛∫｝に

mer体だから工；K（4τ）＝K（γ7）となるK＊の元       伽。
                            （1）   T∫（一，7）mod W珊Ω
ωが存在する。φlGa1（ηK）＝φ。とおくと，φ。はΩ。

の上へのGa1（L／K）の9一同型写像である。従って  を対応させる同型写像である。ただしmは9の位数であ

Ga1（ムノK）の生成元の1つを2。とすると，φ。（2。）と  る。さてK＊。の任意の元μに対してμτ／μ＝〆（たK＊）

X、。・（2。）はともに1の原始6乗根であるから      とおくと，WK〃πはΩ∩MK〃K＊に属し，ρ＊（μmOd

    φ。（2。）＝X，。・（z。）7 （7，d）＝1      冶＊K＊m）＝｛Xリ｝である。今γのK叫＝K（〆7）への延

となる有理整数7が存在する。ω“ごμとおくこれが求  長の1つをぞとすると，一は一の延長の1つである

めるものである。まず              から，これを7言にとると

次、1二㌫㌧㍗1続㌫算、。、μ（篶咋／よ（ぞつ：：二㌶

                        （2）               中部工業大学紀要
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である。κ＝γア言／γ7・ζσと書けるから

・榊一炉m^汀・佃1α一μ（1・）似α

ゆえにX肌（テm）；Wxm・M酬ζ一α，従って（1）式により

  ψ。ρ＊（μmod尾＊K＊伽）

  一・W…畑Ω∈Ω∩畑K＊／W珂冶Ω

が成り立つことがわかる。逆にΩ∩wKμK＊山酬Ωの

任意の元WKノ〃mod W亙〃Ωをとると，W酬〆＝1で

あるから，Hi1bertgOによりパノμ＝〆となるK＊の元

μが存在する。明らかにこのμはm－invariant number

であり，ψ。ρ＊（μmod后＊K＊m）＝WK／〃mod W酬Ωが

成り立つ。           （証明終り）

 この定理により

舳Ω） ^峠（〃／榊）一Ω∩炉／Ω∩畑炉

           三（Ω∩尾＊）畑K＊／伽后。・

を得る。そこで尾を局所数体，σをその単数群，Tを

Kノ局の惰性体とすると，局所類体論により

 wη后τ＊＝σwx〃K＊コ（Ω∩后＊）wx〃K＊コwx〃K＊

であるから，次の系が従う。

 系．后が局所数体で，Kノ尾が巡回拡大ならば，指数

    〔亙2（9，Ω）1ρ＊（K＊m／后＊K＊n）〕

はKμの分岐指数の約数である。

 系、K／后が局所不分岐拡大ならば

    ∬2（9，Ω）＝・ρ＊（K＊m／尾＊K＊挽）．

 4．K／κが代数体の不分岐拡大の場合

 尾を代数体，K／后をGa1ois拡大とし，g＝Ga1（K／

尾）とする。尾の素因子力の上にあるKの素因子Pを

1つずつ定めておき，gpをPの分解群であるとする。

9戸は局所Ga1ois拡大K」・／伽のGa1ois群とみなさ

れる。

 さて図形

           i＊
       ”2（9・♀）→∬2（9・K＊）

      ・…／・・↓4、、↓榊・・・…。

       亙2（9P，Ω）→耳2（9P，K戸＊）

は可換である。ここにπpは自然な単準同型K＊一→Kp＊

であり，加はつに対応する単準同型Ω→Kp＊である。

類体論により

   ∬2（9，K＊）→ΣH2（9P，Kp＊）（直和）

          力

は単準同型であるから， もしすべてのP（⊃力）に対し

て

    ク戸弗Resg／9P｛ア｝＝1 （｛！｝∈∬2（9，Ω））

ならば，｛＊｛！｝＝1，すなわち”（g，K＊）において｛∫｝

＝1が従う。これはRichter3）のSatz1の。ohomo1ogy

化である。よって定理5および定理6の系により次の定

理が従う。

 定理7．尾を代数体，Kノ屋を不分岐Ga10is拡大と

し，Kは1のm乗根の群Ωを含むものとする。mが偶数

のときには，さらに尾の実無限素因子はKにおいて不

分岐であるとする。そのとき任意の埋めこみ問題

   P（K／后，｛∫｝）  （｛∫｝≡石r2（9，Ω））

はつねにso1vab1e reductionをもつ。

 この定理により，Kμが不分岐4一拡大で，K従って

尾が1の4乗根の群Ωを含むとき，H2（g，Ω）において

｛∫｝≠1ならば，埋めこみ問題P（Kノ后，｛∫｝）はつねに

解をもつということが従う。ただし4＝2のときには，

后鶯驚工業㍍練㌻㍗二と
き別尾が不分岐ム拡大ならば，K（ζ）／后（ζ）もまた不

分岐か拡大である。従ってReichardゼ）の結果により，

次の定理が成り立つ。

 定理8．K／后を代数体の不分岐4一拡大とし，4＝2の

ときには，后の実無限素因子はKにおいて不分岐である

とする。Ωを1の4乗根のなす群とし，g＝Ga1（Kノ尾）

のΩへの作用はtriVia1であるとする。そのとき”（g，

Ω）において｛∫｝≠1ならば，埋めこみ問題P（K／后，

｛∫｝）はつねに解をもつ。ここでKは必ずしもΩを含ま

なくてもよい。
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