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            多 元 連 立 一 次 方 程 式 の 数 値 解 法 と プ ロ グ ラ ム

                水 島 章 次*,坂 田 宜 子**

           Computer Program and Numerical Method for

             Simultaneous Linear Algebraic Equations

            Akitsugu MIZUSHIMA*and Yoshiko SAKATA**

                  (Received September 1,1969)

          We disuss a large scale matrix programming and a convergency

        of llumerical methed for simultaneous lillear algebraic equations.

          Numerical methods used in this work are Gauss Seidel Method,

        Conjugate Gradient Method, and Steepest Descent Method.

 1. ま え が き                ン ター のH工TAC-5020Eで は内 部 記 憶 容 量 が65キ ロ語

電子計算機がわが国贈 及 しはじめてはや+数 年にな (32ビ ・ ト/語)で ・処理7emグ ラムの 格 納 を考えれ

り,現 在ではほとんどの分野においてなん らかの形で利 ば・とりうるマトリ・クスの大 きさは約200元 で ある・

用されている。このように広 く_般 に使用され るように  また中部工業大学電子計算機セ ンタ"のFACOM-270

な ると,電 子計算機の適肋 野は急激 。拡大 され,パ ー/30は 内部言臆 容量が16キ 噌(16ビ ・ ト/語)で 約60

ドウェアは高速化,大 型化の方向へ進んできた。    元 のマ トリックスである。この程度の大 きさのマ トリッ

蜘 のようにメモリは龍 の格糊 所であり,搬 の クスでは到底研究者の齪 す るほどの考察はできない・                           上述 したよう
にいかに大 きなマ トリックスを処理する利用者

にとって最 も関係の深い部分である。このために

現在のように広く利用されるようになると・ます繍 雛 鑑 誠 薮繕購 宥禦 繍 煮綴
報量が増加 し,必 然的にメモリ不足が生じてきた。                           、                          いか と

い うことである。 この解法の選択をあやまれば,
ここで科学技術計算のため鷹 子計算機鞭 用する場 解を不安なものにするだけでなく

,全 然計算で きない場
合について見ると・そのほとんどは数学的にモデル化し 合 粧 ずる

.結 局 多元連立_次 方程式を解 く必要のあ
た現象の騰 的擦 や現 象そのものをモデル化して考 る耽 者は

,以 前自分の使ったことのある方勘 また察
するためと考えられる。 この数学的手法にっいて見れ                          は

,人 伝てに聞いた方法を使用することになる。
ば・電子計算機による処理が容易妨 法がとくに使用さ 以上のよう姻 題に文寸し

,筆 者 らは本文でメモ リ不足
れている・たとえば マ トリ・クスを扱 うような場合が に対する解決策およびプ。グラ ミングについて述べ

,今

代表的な例であろう・筆者 らの知る限 りでは・土木・建  までに開発したプログラムおよび二,三 の数値実験につ

築 航空・造船などの分野ではマ トリックス法による構造  い て興味を持つ方の参考に供 したい。

解析や,偏 微分方程式を差分法で解く場合を多く見かけ

ている。これ らの計算は最終的に多元連立一次方程式を   2・ マ トリックスの表現

解 くことであ り,現 象を正確に解析しようとすればする   一般に大 きなマ トリックスとは,そ の計算手段の進歩

ほど多くのメモリを必要 とする。しかし,大 学関係研究  とともに変わっている。た とえば,二 十年程前には10元

者が日常使用 している電子計算機は,各 自の大学のもの  以上 とされた ものが,現 在では電子計算機の存在 を前提

か,あ るいは,全 国共同利用大型計算機である。これら  として数百元～数千元 とす る人 もある。このような大き

の電子計算機の大 きさは,た とえば,東 大大型計算機セ  なマ トリックスを記憶 させ るには,い かに現存の電子計

                          算機 といえどいろいろ工夫 しなければならない。 *基礎教育系列
,電 子計算機センター(Department of                          、-

  Fundamental Science and Computer Center)    す で に 述 べ な よ うに ・ マ ト リ ック ス 法 に よ る構 造 計 算
**電 子計算機 センfFt・・一(Computer Center)     な どの マ トリ ック ス は

,大 きい とい って もそ の 内 容 は 零

                        (1)
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要素の方が非零要素よりはるかに多い。そこで以下に述

べるような表現法をとれば十分大き1なマトリックスを処

理できる。

 いま，表現すべきマトリックスをn元とし，非零要素

の個数が最大の行に注目し，その個数をmとする。そこ

で図一1のようにマトリックスを変換する。この変換に

よりメモリはn2個からn×m個になり，mが小さいほ

どnは大きくとれる。この実際例について見れば，たと

a11alz O一一一一一一一一一一一一

a21a22a230一一一一一一一一一

ail一・・一aij O－O aii O・一一一一一〇al

O一一一一一一一一一0－ani O・一一一  an

all－a120・…一一0

a21，a22a230…0

亟
a叫i ann0・…0

      図一1 マトリックスの変換

えば，すでに述べたマトリックス法による構造計；算？う

ち，最近，二次元問題などの解析法として有限要素芦ゲ

多く使用されているが，最も実用的に使用されている古

法は，1行に対する非零要素の個数はせいぜい20～30個

であり，これから考えても十分大きなマトリックスを扱

える。

 以上述べた方法により，筆者らの開発したプログラム

および使用した数値解法について次に示す。

 3．数値解法およびプログラム

 多元連立一次方程式の数値解法は実に多くの種類があ

り，その解法の選択は大変なものである。

 1）解法の分類および撰択

 数値解法は大別して，直接法，間接法の二種類に分け

られる。

     一消去法下ガウス法クラウト決平方根
  直接法     一法，衡略法，掃出し法，その他

     一その他一直交化法，エスカレータ法，そ
           の他

一反復法ﾑ荒慧業簑篇利氏逐次

一変分法一益役傾紙最急降下法・その

成し，二，三の実験を行なった。作成したプログラム

書ま，逐次反復法，．共役傾斜法，最急降下法に関するもの

で，2．で述べたように需要素をとり出したマトリックス

を処理するものである。以下説明を簡単にするために式

申の記号は次のものを使用する。

間接法

 現在，これらの解法を便用する場合，使い分ける適確

な指針はない。直接法にすべきか間接法にすべきかが問

題となる。しかし次の点は明確である。一般に直接法は

ほとんどの場合何んらかの解を得るが，間接法はその選

択をあやまれば解を得られないことがある。しかし，間

接法は，大きなマトリックスの場合には有利である。そ

こでわれわれは間接法の代表的な解法のプログラムを作

λ

λτ

3
X
λX＝B
児，P，γ

係数行列

λの転置行列

定数ベクトル

解ベクトル

間題の方程式

ベクトル

α〃，ろ〃，抑ゴそれぞれλ，3，Xの要素

α，β     スカラー

m      元数

（・）     第γ近似

2）

1000

111ユ

n00

1n0

1200

1210

1300

（2）

逐次反復法およびプログラム

第0近似  X（。）＝3

             喜一1
第v＋1近似 劣ξ（用）＝（～一Σ：舳・物（ツ十ユ）

             々＝1

       一Σα〃・κゴ（”））／α〃

       仁｛斗1

SUBROUTINE GAUSS（A，IR，B，X，XX，N，JN，ICN，

EPS）

DIMENSION A（N，JN），IR（N，JN），B（N），X（N），

XX（N）

IC＝O

D010001＝1，N
X（I）＝B（I）

IC＝IC＋ユ

DO n10I＝1，N
XX（I）＝X（I）

WS＝O．O

D0ユ100K＝1，JN
J＝IR（I，K）

IF（J．EQ．O）GO T01110

1F（J．EQ．I）GO T01100

WS二WS＋A（I，K）＊X（J）

CONTINUE
X（I）：B（I）一WS

D012101＝1，N
XI：X（I）

XXI＝XX（I）

IF（XI．EQ．O．O）GO T01200

1F（ABS（XXI、・XI－1．0）．GE．EPS）GO T0王300

1F（ABS（XI－XXI）．GE．EPS）GO T01300

CONTINUE
RETURN
IF（IC．LT・ICN）GO T01111

RETURN
END

中部工業大学紀要
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3） 共役傾斜法およびプログラム

  第O近似   X（。）＝B

            児（θ）＝B一λX（o）

            P（o）＝R（o）

  第v＋1近似 α（γ）＝（P（”），R（γ））／（λP（■），

            P（■））

            X（叶1）＝X（”）十α（”）P（”）

            児（”十1）＝R（■）一α（ソ）λP（、）

            β（γ）＝（■4P（”），R（ツ十■））／

            （λP（ツ），P（”））

            P（γ十1）＝児（γ十1）一β（ツ）P（”）

   SUBROUTINE CONJU（A，IR，B，X，XX，R，P，V，N，

   JN，ICN，EPS）

   DIMENSION A（N，JN），IR（N，JN），B（N），X（N），

   XX（N），R（N），P（N），V（N）

   IC二〇

   D010001＝ユ，N

1OOO X（I）＝B（I）

   D011101＝1，N

   WS＝O．O

   DO nOO K＝1，JN

   J＝IR（I，K）

   IF（J．EQ．O）GO T011ユ0

1100WS＝WS＋A（I，K）＊X（J）

1110V（I）＝WS

   D011201＝1，N

   R（I）＝B（I）一V（I）

1120 P（I）＝R（I）

ユu1 IC＝IC＋1

   BSI：0．0

   D012001＝ユ，N

   XX（I）＝X（I）

1200 BSI＝BSI＋P（I）＊R（I）

   D013101＝1，N

   WS＝O．O

   D01300K＝1，JN

   J＝IR（I，K）

   IF（J．EQ．0）GO T01310

1300WS：WS＋A（I，K）＊P（J）

1310V（工）＝WS

   BB0＝O．O

   D014001＝1，N

1400 BBO＝V（I）＊P（I）十BBO

   ALPHA＝BSI．BBO

   D014ユO I＝1，N

1410 X（I）＝XX（I）十ALPHA＊P（I）

   D015101＝1，N

コ500

ユ510

ユ600

ユ700

1800

4）

1000

111ユ

i100

1110

1200

1210

XI＝X（I）

XXI＝XX（I）

IF（XI．EQ．O．0）GO T01500

1F（ABS（XXI／XI－1．O）．GE．EPS）GO T01600

1F（ABS（XI－XXI）．GE．EPS）GO T01600

CONTINUE
RETURN
IF（IC．GE．工CN）RETURN

BSI：O．O

D01700工；1，N

R（I）＝R（I）＿ALPHA＊V（I）

BSI＝BSI＋V（I）＊R（I）

BETA＝BSI／BBO

D018001＝1，N
P（I）＝R（I）＿BETA＊P（I）

GO T01111

END

205

最急降下法およびプログラム

第0近似  X（o）＝3

第γ十1近似 R（”）＝λX（リ）一8

          P（■）＝メL4τ玉（リ）

                    R（”）P（ソ）
          X（”十ユ）＝X（■）一
                    P（リ）P（ソ）

                        ．λτ五（”）

SUBROUTNE BOOTH（A，IR，B，X，XX，R，P，V，N，JN，

ICN，EPS）

DIMENSION A（N，JN），IR（N，JN），B（N），X（N），XX

（N），R（N），P（N），V（N）

IC＝O

D010001＝1，N
X（I）＝B（I）

IC＝IC＋1

DO u1O I＝1，N

XX（工）＝X（I）

WS＝O．O

D01100K＝1，JN
J＝IR（I，K）

IF（J．EQ．O）GO T01110

WS＝WS＋A（I，K）＊X（J）

R（I）＝WS－B（I）

DO王2101＝1，N

WS＝0．0

D01200K＝1，JN
J＝IR（I，K）

IF（J．EQ．0）GO T01210

WS＝WS＋A（I，K）＊R（J）

P（I）＝WS

D013101＝1，N

（3）
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  WS＝O，O

  DO 1300K＝1・JN

  J＝IR（I，K）

  IF（J．EQ．0）GO T01310

1300WS＝WS＋A（I，K）＊P（J）

1310V（I）＝WS

  VV＝O．O

  RV二0．0

  D014001＝1，N
  VV＝VV＋V（I）＊V（I）

1400 RV＝RV＋R（I）＊V（I）

  FACTOR＝RV／VV
  D015001＝1，N

水島章次，坂田宜子
         これらの行列に対してΣ1α〃1州1の値を10－1，

        10。，10ユとする数値を与えた。 これらの数値だけで十

        分ではないが，解法の特性を検討できる結果を得たの

        で，以下実験結果を報告する。

         2）実験結果

         実験は1）で述べたデータに対し，20元，40元，60元，

         …，300元の各元数に対して行なった。また，解の相

        対誤差が10－4または残差の二乗平均が1O■5以下で収束

        したものとした。この結果，比較的非対角元で対角元に

        隣接している場合には，収束性は元数の大小にはほとん

        ど関係しないことがわかった。以下これらの実験結果を

        図示する

1500 X（I）＝XX（I）＿FACTOR＊P（I）

  D016101＝1，N

  XI＝X（I）

  XXI＝XX（I）

  IF（XI．EQ．0．O）GO T01600

  IF（ABS（XXI／XI－1．O）・GE・EPS）GO T01700

1600 IF（ABS（XI－XXI）．GE．EPS）GO T01700

16工O CONTINUE

  RETURN
  IF（IC，LT．ICN）GO TO1n1

  RETURN
  END

 4．数値実験

 われわれは3・で述べた3通りのプログラムが実際に

与えられた行列に対してどのような収束性を持っている

か，二，三の数値実験を試みた。

 1）実験に使用した係数行列

 この種の実験で最も困難を生ずるのは，一般的な行列

を考えられないところにある。しかし，実験する解法の

理論的収束条件はつぎのようである。

 逐次反復法 Σ1α〃1＜1～1（片プ）のとき適用でき

       る。

 共役傾斜法 正値対称行列の場合に適用できる。

 最急降下法 無条件に適用できる。

 以上の条件より，正値対称であること，非対角元が小

さいことを考慮して，次のような行列を与えることにし

た。

 （i）対角元に非対角元が隣接している場合

    （α〃＿、，α〃，α〃十、）

    （α〃一ゴ，……，α生。，刎，～。工，……，～。ゴ）

 （ii）対角元に非対角元が離れている場合

    （～J，0……0，σ〃，0……O，～。ゴ）

    （ψ一々一5，……，α｛｛一店，0……0，刎，0……0，

              ～十尾，……，～。仏ゴ）

（4）

残10’

善103

乗10、

平10
均10．

 10■’

 10｛

 10｛

 10ユ1

 10“

 1ポ
 10’7

／（3）

い、
＼ 畠、
 ＼   “、“。“用へ…㌦、
         “』H一。一H＋ε二；＝；＝ε＝畠。目二日
  ＼                 （2）
  。（1）

0  5 10 15 20 25 30・
               反復回数

   図一2逐次反復法

残10」

善10＝｛

季狐

ギ1；∴ll∴
工。ハ1＼  rち）
    （1）．（2）、（3）
 10’．

  051015202530                  反復回数

図一3共役傾斜法

残104．

善103

割1＼
均10．

1沁㌧胤酌幾：二：二吐ね （。）
 10－2

 10．3

。ポ㌔         （・）
    ＼
1σ5

@，10｛ @（、）
 1017

  051015202530                  反復回数

     図一4 最急降下法
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残10一

善10ヨ

  2謔P0、平10

1（3ソ ／

、’o

均10。

10■’．

、昌、畠

1012
＼ ㍉、旨

10→

10I』

＼

10｛
＼

o

㌻＼

10イ

＼。

（1）

、二’一“

@（三）

10一？

@O 5 10 15 20 25 3〔

反復同数

30

反復回数
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図一5逐次反復法

残
差

 I撃n

二
乗
平 101

均 10一］
＼

10’1 、吋
o．

10一1
＼。！ミ；・。‘。・・  、o

Io

10■

b・。、～’

黶Z
_。／ ooキ。

@b1
10－j

10’’

＼
＼二・

_I一
dl． 血

10。
、

（1）

＼’
i2）

10イ

@り 5 ユ0 15 20 25 30

序梅田搬

図一6共役傾斜法

｝）

  30
反復回数

残10I
養10一

華！01半10

＼

均10＝コ

10一且
＼

、フ 込；二

10上1

呂瑚こ是二君・宮＝：ニニニ：二言。畠。日。。一。          凹咄1こ1・1こ1二1・1増二1（31

10■ ■〇一〇＿o
@ ㌔o   ㌔o
@   ，o、〇     一〇一〇一〇一〇＿o         ㌔

@         o㍉㌔           o－o－o

’’’o’・・o・ ・一一〇。一。o．

10一」

10一’」

．＼ 一〇 ■

一〇一

（2）

＼∴ L。』。

A
10一石・

10一？I

（i）

5 10 15 20 25 30
反復回数

L口畠一日凸上』一朝割蜆一｝一一ヒト畠（3）

図一7最急降下法

反復回数

 図一2から図一7において．縦軸は解の残差二乗平均

の値で，横軸は反復回数を表わしている。また，グラフ

における実線は非対角元が対角元に隣接しいる場合，破

線は比較的離れている場合を表わしている。図一2，3，4

は，非零要素が2個の場合，図一5，6，7は，非零要素

が10個の場合で，図申（1）の線がΣ1α〃1／1～1＝10■■，

（2）の線がΣ1α〃1／1～1＝〃，（3）の線がΣ1α〃1／1物1

＝10■を表わしている

 これらの数値以外においても，たとえば，Σ1α〃！／1α

〃1が10■■と10oの間の値についても実験したが，その

結果はすべて（1）と（2）の線の中間に入り結局（1）と（2）だけで

十分推察できるようである。

 次にこの実験をもとに3－1）で述べた解法を比較して

みる。

 5．解法の比較およびプログラム使用法

 すでに述べたように，連立一次方程式の数値解法は多

くあるが，間接法に限って見れば使用できるものはかな

り少なくなる。

 1）解法の比較

 一般に直接法と間接法との使い分けは，ほとんどの場

合，計算時間（必要な精度を得るまでの計算時間）によ

って選択されている。この時間は元数nだけで決まり，

プログラム中の乗算の回数で大ざっぱな見当がつけられ

る。直接法の場合は約n3／3回の乗算を必要とし，間接

法の場合は解法によりかなりの差があり，また非零要素

の多さにも左右されるが，1回の反復にあたり大体n望

回の乗算と見積れば，間接法においてn／3回の反復に要

する時間と直接法の時間とが同じくらいになる。このよ

うに元数が大きくなれば極端に時間を要するために，間

接法でn／3以下の反復で必要とする精度に達するなら

ば間接法が有利となる。たとえば600元の場合には間接

法では大体200回の反復で直接法と同じ程度の時間とな

るが，実際には200回の反復をするまでもなく必要とす

る精度に達する場合が多い。このような理由から，現在，

大きな行列の場合は間接法を用いている例が多い。そし

て本文で述べた3つの方法が特によく使用されているよ

うである。

 4－1）で述べたように，理論的には収束条件が示され

ており，この適合条件をあやまらなければ，何らかの解

を得ることができる。しかし，・これらの解法はそれぞれ

特徴ある収束性を示しており，何回の反復でどの程度の

精度が得られるのか見当がつかない。理論的には逐次反

復法，最急降下法は無限回の反復で真の解となり，共役

傾斜法は元数回の反復で真の解となるはずである。しか

し計算誤差の累積などで真の解とはならないし，また，

これだけ反復させたのでは意味がなくなる。

 われわれの実験により正値対称行列に対しては次のこ

とがいえる。

 （i）Σ1刎）1舳1＝10■■（時プ）

   全て同じ程度の収束性を示している。

 （ii）Σ：1α〃1／1州1＝10o（今プ）

   どの解法も極端に収束が悪くなるが，数十回の反

   復で収束する。ただし非対角元より離れている場

   合は共役傾斜法が最もよく収束している。

 （iii）Σ1～1ハ～ト101（片プ）

   共役傾斜法，最急降下法のみ便用できるが，前者

   は不安定な収束性を示し，後者は安定している。

   しかし，共役傾斜法は急激に収束する場合があ

   り，特にΣ1α4ゴ1／1舳1（片ノ）が100と101の

（5）
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   間の値のときは有利のように思う。

 これらの実験は3－2），3），4）に示し芦プログラムを使

用したが，このプログラムのリンクの注方を次に述べて

おく。

 2）プログラム使用法

 3－2），3），4）のプログラムを使用するためには，次の

条件を満足していなければならない。

 （i） プログラム中の変数名A，IRは使用前にクリア

   しておくこと。

 （ii）係数行列は図一1のように変換し，対角元α〃

   で正規化しておくこと。

 以上の処理をしておけば使用できる。またこのプログ

ラム中の仮の引数のもつ意味は次のとおりである。

λ     係数行列で実数型2次元配列。

〃    非零要素の列の位置を示すデータで整数型

      2次元配列。

B     右辺定数ベクトルで実数型1次元配列。

X    解ベクトルで実数型1次元配列。

XX，R，P，γ作業ベクトルで実数型1次元配列。

N     方程式の元数で整数型変定数。

∫w    五の最大別番号で整数型変定数。

互P∫   相対誤差判定値で実数型変定数。

∫CW    最大反復回数で整数型変定数。

κ    主プログラムに戻る前の反復回数で整数型

      変数。

 与えられた各データは全て保存されている。なおこれ

らのプログラムの他に，FACOM270－30で内蔵ドラム

を使用して1000元まで処理できるプログラムも開発して

いるので使用されたい。

 6． あとがき

 以上のように，われわれは中部工業大学電子計算機セ

ンター・ライブラリ・プログラム開発とあわせて解法の

検討を行なっている。連立一次方程式に関するものだけ

でもまだ端緒についたばかりでもあるが，今後直接法も

含めて検討する予定である。なおこれらのプログラムの

ユーザーズマニュアルは計算機センターにあるので参照

されたい。

 最後に，本報告にあたり終始適切な助言をいただいた

本学土木工学科の桑山八洲彦講師，ならびに，名古屋大

学工学部大学院博士課程の梶田建夫氏に感謝の意を表し

ます。

（6） 中部工業大学紀要




