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折 版 の 弾 性 論 的 研 究

片 岡 靖 夫

The Study of Folded Plate by the Theory of Elasticity

Yasuo KATAOKA

  Since 1930, numerous papers have been written on a study of folded plates.
But the object of their studies is almost for prismatic shell tructures.

  In this paper,,the writer shows the elastic behavior of uniformly loaded

pyramidal folded plates, using the theory of elasticity and point matching method.

§1.序

 折版の応力解析は実験,理 論共多 くの研究が成 されて

いる。ω しか しなが ら殆んどの研究は角筒折版を対称 と

したもので,解 析方法は一次元化した近似解法が主であ

る。折版の応力状態は,PlateとPlaneの 弾性理論を

用いて解析出来るが,こ の方法を用いた角筒折版の解析

はPullmano―Lee(2)に よ り成 されている。

 本 論 文 で は角 錐 折 版 に 関 して,Point matching(3)法 を

用 い て応 力 解 析 す る こ とに す る 。

 角錐折版は三角形板の組合ぜにより種々の構造空間を

構成出来るが,境 界条件に関し,三 辺同時に厳密に満足

させる数学的方法はない。そこで前述の ごとく境界上に

ある有限点境界条件 を満足させる方法を用いた。この方

法によると,点 の数がふえればふえるほ ど,そ の解は厳

密解に近ず く。しかしなが ら電子計算機の容量の関係で

その数は自然 と制限を受けることになる。 しかしなが ら
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計算結果を検討すると,必 ずしも非常に多 くの点を取ら

なくとも,十 分の精度を期待出来る。

§2.折 版 の幾何学的性質

 角錐折版でPlateとPlaneの 相互作用を論ずる時に

必要 となるのが折版の幾可学的性質である。
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    2r2(r2‐Ylcosa)
cosδ ・=2r

2ti/r、2sec・ β+y2L一2。 、。、c。,α

cosδ ・=Z
r、secβV。 、2se。 ・β+Yz2―2。 、Y、c。,α

2r1(rlsec2(3‐rZCOSa)

1(キ0の 時

    cos R{rlr2cos a cotK‐rltan(3
COSθ/=

(K=0)

C!ノ あ,勘 、

r.

黒 り,z .

単位法燃 ク"レ

ギ」径

芯 角テ.カルト座オ粟

AI(r,(OSd,-質 εm賦 、0)

B・(rz'o rt伽 β)

C;(o ,0 、n風 β)

P;(γ 了ωSd、ノrs皿 α,σ  )

*本 学建築学科助手

C1)

Y・～/YZZC・tK-1-

   (rltan(3‐r2tan K)

1967

       (rltan(3--r2tan K)z

折 版 境 界 の 角 度 γ1
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§3．荷 重

商靖夫

 鉛直荷重を板に直角な成分Pと板に平行な成分（すな

わち，板に平行な物体力）F。，巧に分ける。

 前に求めた単位法線ベクトルを用いてその荷重を表示

すると，

・正角錐折版に関しては

  」P＝”1・ρ＝PCOSβ

  Fπ＝一PSinβ

  巧＝O

・変形角錐折版

        PSinαCOSβ
  P＝岬て1－c．s・、c。、・β

        PSinβ（72－71COSα）
F・＝■ r（、、・、ec・β。、、L・、ユ、2c。、、）（1－c。、・、c。、・β）

        Pγ1tanβ
巧＝一
   〉712sec2β十γ22－2γ1κ2cosα

 §4．解析仮定

 角錐折版は均一械で等板厚から構成されて，p1ateと

pIaneの古典理論が適用されると仮定する。外荷重は板

の甲面に作用し，板の内部ではpIateとp1aneが独立

的に変形及び釣合が成立するものとする。

 本論文に扱われる角錐は正角錐であり，底面に沿って

完全固定支持なる場合とする。また外荷重は一様荷重

で，鉛直方向のみ作用している場合を考える。従って各

版の稜線に沿っては対称条件が適用され，且つ各版は二

等辺三角形となるから左右対称となる。それ故，版の半

分に関して応力解析すればよいことになる。折板の幾何

学的性質は前述のごとくである。

 §5．座標変換

 版内の応力状態はPlateとPIaneに関して独立的に

表示され，本論文ではdoub1e Suffixを用いて応力及

び曲げを表わす。

 ユ．面内変位

  コ［皿”＝τ”πCOSθ十でπ砂Sinθ

  T〃〃＝τ皿砂COSθ十τV〃Sinθ

  2（乃rゴ丁肌。）＝τエユートτm一（τ〃一τ。π十2づτ。砂）e2包θ

2．面内変位
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 σ肌十〃椛。：e一乞θ（m＋切

 m＋わ＝e毎θ（m。十和。。）

3．モーメント等

 Mm＋M8＝Mらπ十〃〃

 肌一〃弼十25M；舳＝・2包δ（M〃一仏。十26M卿）

 ρグづρ。＝e包δ（ρ。ゲ4軌妙）

 γグ”。＝e包δ（γ〃一ξγvψ）……換算勇断力

発一堵一・ll（砦一場）

 §6．微分演算子の変換

応力及び変位を複素平面にて表示するため，直交デカ

ルト座標の微分演算子を複素変数の微分演算子に変換す

る。

、、1；夏・一品（島・・、”1；。、・み）

 複素変数の微分演算子を用いてAiry g応力関数，た

わみ関数，応力，モーメント等を表示すると，

㎞・吻一
i嘉・券）σ一∠裟

吻市・・咋怜巻一・・、簑、）一尊

    ∂4m  P
∠2ω＝16
    ∂22∂ラ2’D

沁・軌一一・（1＋の（祭・箒）

            ∂2ω
     一リ（ユ十γ）4蕨

              ∂2〃
仏・一仏π十2肌砂一D（1一リ）4万

～一～一一・（嘉一島）（篶・箒）

    ∂3m
二一 c8   ∂Z2∂夏

 §7．potenti8I関数の導入

 重調和関数σ（榊）は複素数による微分演算子を用い

ると，

  2σ＝・g（・）十郎（・）十π（2）十X（・）

 一方応力に関しては，

  τ皿・十τm：2｛91！（・）十9。！（・）｝

  τ〃一τ・π十2づτ〃＝2｛・g・”（・）十λ。’’（・）｝

         ＝2｛・g・”（・）十ψ。！（・）

 境界に沿って作用する応力の”方向，v方向成分を各

々T・・，T㈹とするとAiryの応力関数及びPatentia1

関数は，

  ・／（～…m）・1一筈一・、（・）・剛・）・雨

（2） 中部工業大学紀要
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 平面変形状態に於ける変位は，

  2μ（m＋5〃）＝卿I（2）一印1！（2）一ψ1（2）

 平面応力状態では，

  2μ（m＋ゴ〃）＝a∋＊9（2）一zg1！（z）一ψ1（z）

              3一ツ
 ここで肥＝（3－4・），配＊二戸，μ；Lam6の常数，

変位（m），曲げモーメント，勇断力の表示

      P ＿ 一
  2DW＝露・2・2＋・g・（・）十・g・（・）十Z・（2）十π・（・）

         ユ十リ 一
  ”㎜十M炉一丁ρ・卜2（1＋リ）｛9・ノ1・）十9・！（・）｝

            1－L－
  MrM・十2”m＝Tρ12＋2（1－1）

             ｛即2”（Z）十ψ2！（2）｝

          力一
  （～工四一づ（～vψ＝一一z－492”（2）
          z

  ∂m ψ 一 エ    一  2石＝莇万尾・2＋万｛9・（・）十郎・！（・）十ψ・（・）／

 前述の応力関係式に物体力の影響項を導入するには，

下記の応力釣合方程式より導かれる。

  ∂τよ菱）∂τ（・）
     一←  ”砂 一トF”＝0

   ∂”  勿

∂1島）。∂1！参）。。、一・

  ∂”  ∂v

故に面内応力は，

 τ工皿十τ㈹＝奴｛91ノ（z）｝一九”一FvV

 τm一τ”躬十2づτ〃＝2｛即1’（2）十ψエ’（2）｝

          十Fπ”一Fm

次に面内変位は，

 ∂m（＊）  ユ
売 ＝一万（凡トリ孔”）

 ∂〃（＊）  ユ

面 ＝一亙（FmlFπ”）

∂、二夢）一亜（＊）。迦（＊）一㎏一・

     ∂”  ∂②   μ

・（・）一一
v（凡誓二〃、。。）・∫、（。）

・（・）一一
v（・1わ九卿）・∫。（・）

 リ               リ
 万F〃十∫2ノ（”）十万F〃十！！（V）＝O

故にm（＊），〃（＊）は次式のごとくなる。

・（・）一字（・今1・、・。）一綱。・

・（・）一一
v（・砂誓一1職・）一金・砂・κ・

  4μ（m（＊）十わ＊））

    ］一
  ＝一亙〔F・｛（ユ十リ）・2一リ（・2＋2畑一V2）｝

   十〃砂｛（ユ十ツ）V2＋ツ（”2＋25”V＋V2）｝〕．

従って物体力を導入した面内変位は，
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2μ（n＋m）＝卿エ（・）一納！（・）一ψ王（・）

一。（。≒ツ）1兄1（宇）（・・ろ・一・・／

      ・〃、／キリ）（・一・）・・1・・！〕

§8．換算薗断力の表示

ρ。一一・・嘉（募）

ρド・嶋（畿）

払、一一・（11）儂一警）

ト唯一・・（嘉一場）（農）

     ・1（嘉・1品）・（1－1）機一讐）

    一一・・／（・一1）∂墓2一（・一1）祭／

   P＿  ＿  ＿
2D〃一硬・（・十・）2＋・g（・）

         十292（2）十π2（2）十λ2（Z）

  ∂4m I p   ＿
2D∂。・∂夏・一露（3・十4・）十9”（・）

 ∂3m 3P
2D減＝弼十・g・”（・）十ψ・”（・）

γザ肌一／一多／1・1・（ト1）・；／一（・一1）・。・（・）

      ・（1－1）／・。。…（・）十ψ。川（・）／〕

  γグ6γ岳・＝e乞θ（γrづγ砂）

  γ椛＝児｛e壱θ（γrξη）｝

 勇断力は換算勇断力を用いた方が妥当と思われるが本

論文に於いては勇断力を用いて解析した。

 前記の応力関数，たわみ関数等はPotentia1関数で表

示されたが，この場合，Potent三a1関数は定義領域で正

則な関数であるためテーラー展開される。

  91（Z）二Σλ。2肥，ψ（2）＝ΣBπZ肌，
      抑宮1           m＝1

  92（Z）・＝Σ0．2・，ψ（・）＝Σわ。2・，

      m・・1            m＝1

  9・！（・）＝Σm昨1〔λ。1…（m－1）θ

      犯＝ユ

      一λ。2・in（m一ユ）θ十タ｛ん1・in（トユ）θ

      十ん2…（n一ユ）θ｝〕

  ψ・！（・）＝Σm・η’1〔B．1…（m一ユ）θ

      物＝1

      －B，。2・i・（・一ユ）θ十1｛B、’・1・（・一）θ

         2
      ＋Bm COS（n一ユ）θ｝〕

（3）



片岡靖夫
ユ3ユ

   ψ1片（・）一碧1・（・一！）11－2［λ・’…（・一・）1    －4（1＋リ）例昌mm－1

         一λ椛・・i・（・一2）θ十1／λ肌1・i・（・一2）θ     ／伽・（・一ユ）θ一α募・i・（・一1）θ／

                                                           」（ユーリ）ρ

         十λ、2…（・一2）θ｝〕      物ザ肌十2肌ψ：ユ6・2

                                             ・｛3＋2c・・（一2θ）十26・ih（一2θ）｝
   刺”（・）＝Σ・（n－1）・犯一1【｛ん1…（・一2）θ

          肌＝1       ・・（1－1）1、昌（・一1）…一W…（・一・）1
          一λ。2・in（n－2）の…θ．

                                             一α％2sin（n－3）θ｝

          十｛ん1・i・（・一2）θ十ん2・・s（・一2）θ｝・inθ

                                             十ゴΣコ（m一ユ）n7m■1｛α冊1sin（m－3）θ

          一1〔｛λ、ユ…（・一2）θ        m＝1
                                             ＋o物2cos（m－3）θ｝

          一一ノし丑丑2sin（n－2）θ｝sinθ

                                             十Σn7椛I1｛わm1cos（m－1）θ一ろm2sin（n－i）θ｝

          一｛λ。ユ・i・（・一2）θ         向

          ザλ、2…（卜2）θ｝…θ〕】      一！一ゴΣ〃m一ユ｛5・ユ・i・（・一）θ十わ・12…（・一1）θ｝〕
                                               椛＝1

   訂（・）マ1〃肌一・／／λ・’…（卜1）1   ・π一1・ド音・（・…1－1・i・1）

   ’  一ん2・i・（トユ）θ｝         一4Σ（トユ）伽仲2〕｛α物1…（m－2）θ
                                               m＝ユ

         ・一｛ん1・in（トユ）θ十ん2…（トユ）θ｝〕   一α・2・i・（・一2）θ｝

 同様にP1ateの方も上記のごとく展開出来る。次に    一ゴ｛α。1sin（m－2）θ十αm2cos（m－2）θ｝〕

面内力，曲げモーメント等を上式を使って表示すると，   DW＝どγ4c。、2θ
                                                32

   τ〃一τ。。＝2Σm（・一ユ）戸1－1｛λ、王1…（・一3）θ

           l1一                十Σγ犯十1｛α。1・0S（m一ユ）トαm2Sin（m一ユ）θ｝
                                                 m＝1
          一λ，、2・i・（・一3）θ
                                                  個7m＋ユ
                                                十暮1。十ユ｛わ肌’…（・凹ユ）θ一わ・2・m（・十ユ）θ｝

           十2Σ〃η■1｛B．1…（・一ユ）θ

             ，昨1

                                          §9．境界条件
           一3，皿2・i・（・一ユ）θ｝

           十八γ。。。θ一孔κ・i・θ                 γ

   τ〃＝Σ・（・一）〆卜1｛んユ・i・（m－3）θ

       η⊥ユ

       十λ，ユ2…（・一3）θ

       十Σ・γ・一・｛B冊1・i・）・一ユ（θ一i－B．2…（m一ユ）θ｝

        ・…’                   ／   破砕
                                                   汽称艶    。／

   2μ（・十1・）一鴉Σ・ψ丑、’・…θ一λ。2・i・・θ）        ／  戸
             m」1
                                                        θ。／      1

            －1｛ん1・in（卜2）θ十ん2…（m－2）の〕
                                                     ／ノ

            一Σ・犯〔｛B冊1…mθ一B．2・i・mθ｝           8
             昨1             ／破娩界
                                                                      6

            一麦｛B佃1・i・・θ十B冊2・…θ｝〕           Z
                                                 目6．2 崖 橡
               γ2

            一砺〔F工｛COS2θ十リSm2θ  本論文の正角錐折版の各版は稜線に対称であり，単板

            一2”sinθcosθ｝          はFig．2に示すようにκ軸に対称である。前の仮定の

            十Fv｛一2リsinθcosθ         ごとく底辺は完全固定となっている。

            十づ（Sin2θ十リCoS2θ｝         （・）固定境界

              （ユ十リ）〃2                 ∂m
   舳十吻一一 ユ6（3…2θ十4）    （・）面一〇

                                     （4）                 中部工業大学紀要
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   ∂〃 P＿  ＿  ＿ ＿！＿
  D石＝128｛2（2＋z）2＋2z2（2＋2）万｛2〆（2）

        十9（z）十”！（z）＝O

（2） 2μ（n＋づ〃）＝0

  2μ（m＋5o）＝畔（2）一η／（2）一ψ（2）

一、（ユ≒リ）／・・／1まリ（…）・一リ・・／

   …、／宇（・一・）・・1・・／〕

（b）対称条件（稜境界）

  ユ．  mmsinγ十m cosア＝O

折板の弾性論的研究

S’n ｿ妻0Sδ／、書微W・…1一ん・・1・・1／

一）コmγm｛ノ吐肌ユ。os（m－2）θ一ノ1m2sin（m－2）θ
 η、＝1

一Σ7m｛B腕1COSmθ一Bm2Sinmθ｝
 m＝1

一。（葺リ）／・・（・…1・1…1）一・11…1／／

・Sm 迴ｨmδ／、書紀・W・…1・ん・・…l／

十）コmκm｛ノしm1sin（m－2）θ十ノ1m2cos（m－2）θ｝

 m＝1

＋Σ］7刑｛B肥1Sin mθ十Bm2COS mθ｝

 m＝1

・2（葺ツ）／～…1一肌・…1・・…1）／／

・CUδ／姦・・・…1

    十Σ］γm＋1｛αm1cos（m－1）θ一α犯2sin（m－1）θ

     m呂1

      冊7m＋1
    ＋、書1。十ユ／わ・1…（・斗1）θ■ろ・2・m（・十ユ）θ

2．  τmん。osアー（～肌sinγ＝O

ゐ…1［・，貫〃椛一W…（・一1）1

                         ㌔

    一ノ1腕2Sin（m一ユ）θ｝

      ユ      ユ
    一一FTγCOSθ一一F砂7Sinθ
      ’2      2

   一・…ll、書・（・一1）1・一・（ん1…（・一・）1

一ノ［m2sin（m－3）θ｝

十Σmγm－1（Bm1cos（m一ユ）0－B犯2sin（m－1）0）
 m＝1

  1      ユ
ー1一一F．じγCOSθ一一 F砂7Sinθ
  2      2

＋sin2δ｛Σm（m一ユ）7m－1（ノし’1sin（m－3）θ

十ノ1m2cos（m－3）θ）

・，暮、・・一1（・・’・i・（・一1）・一1一・・2…（卜1）l／〕

  ］．

十百〃・i・γ（7…δ…θ一ト・i・δ・i・θ）

3．

…i・l／…1、着（・一）〃・一・

｛α冊1・os（卜2）θ一α肌2・in（m－2）θ｝

      m
二・i・δΣ・（トユ）・・一・｛・犯・・i・（・一2）θ

      m＝1

・・・・…（・一・）θ／コー・

1967 （5）

  τ舳＝O

Σm（m＿1）7・一1〔λm1sin｛2δ十（m＿3）θ
m－1

  ＋ノ1m2cos｛2δ十（m－3）θ｝〕

  十Σm・m一ユ〔夙1sin｛2δ十（m－1）θ｝
   m－1

  一トBm2cos｛2δ一十一（m－1）θ｝〕

    1         1
＋万～…θ・i・2δコFl〃・i・θ・i・2δ一0

 ∂ω
  一＝O
  ∂m

c篭δ際…1（・…1・1）

十Σ・γ・｛α犯・…（パ2）θ一α。・・i・（・一2）θ｝

 m土1

＋Σ7m｛α弼1COS mθ一α腕2Sin mθ｝

 m＝1

・、書1W・…1一う・2・i・・1／／

・s窿ﾂ／号。3・…1・・1

     一Σm7m｛α肌1sin（m－2）θ十αm2cos（m－2）θ｝
       m＝1

     ＋Σ7m｛0．1Sinmθ十0．2COSnθ｝
       m＝1

     ＋Σ7冊｛わ肌ユsin mθ十ろm2cos mθ｝＝O
       m土1

上記の固定境界条件より”＝Oに於いてVの恒等式

となり係数間の関係式が導かれる。

・去／（・α1・一11・）・・（α・1－1・・）・・

       十（一2α32＋ろ32）V3＋…・

         1
       ｝／（一2・1’十ろ11）・十（3α・2一ゐ・2）・2

       ＋（4α。Lわ3ユ）V3＋……

  ・｛一（ユ十配）λ12－B12｝V

一／（・・肥）λ・L・・1＋、（俘リ）／・・

一｛（一3一配）λ3LB32｝93＋・

・1［／（肥一1・）λ…βll／・

一／（配一・）ん・十…≡、（、等リ）／・・

  一｛（鴉一3）λ。1一・トβ。1｝V3＋……・・O

B…（2一ト鴉）ん1リFコ・／2（ユ1一リ）

B・。…11・一（肥一2n＋1）λ。舳、．1
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B2（。。1）＝（寵十2m＋2）λ・（。。1）

わ2。一1＝2mα2。一1

ろ2π＝（2m一ユ）αm

 §10． Point皿8tcbing

 元来境界値問題において，境界条件が直線或は曲線等

で与えられる，いわゆる厳密解については種々の方法が

研究されているが，境界線上に数点，境界条件を満足さ

せて解く方法は現在あまり見られない。

 しかし。onwayは！960年頃より簡単な問題，例えば，

平板の曲げ，ねじり，座屈，振動等について研究し，

Point Matching methodと称して体系ずけたようであ

る。

 Conwayの上の研究によると数点のPoint Matching

で相当高い精度を期待出来ることが実証されている。例

えば四角形板の曲げについては最大曲げモーメントは

O，39％，中央曲げモーメントはO．4％，最大たわみは

O。ユ4彫の誤差にとどまることを示している。この場合座
                   ユ標軸は板中央にとり，Point Matchingは一の辺に対し
                  2
3点である。

 Conwayの研究の他にこの方法による研究例はほとん

ど見当らず，特に複雑な境界値問題に関してはこれから

の研究によるところが大きい。

§11．座標

（点．〃

∫．

均”
ムブ

、κ

θ二

Y

θ；

プ

。㍗づω

（z二、一V

8エ

     ×

一2m” Lnδ1／

 Vm”＝tanδ2”肌”十αtanδ2

      伽” θm”＝tan■1－1，   7m”＝へ／”m”2＋V肌”2

      γπ

ここでn＝境界線をm等分する。

   m！＝境界線BCのn！点目

   n”＝境界線ABのn”点目
   θ例！，θ。”二γ軸と点m！，m”となる角

   7。！，κ。”＝原点とm！，m”点の距離

    RlSeeβCOSδ2＋R2COSδ1
   α＝     2

   R1＝λ点と角錐の水平写影の中心距離

   尺2＝原点と〃  〃    〃

   β＝版と水平面のなす角度

δ1＝90。の場合

／∴ぺ→

一∴…、

 §12．結果及ぴ考察

 ここで云うたわみ（m）とはz方向のたわみで板に直

角方行であ乱平板を含め，角一雄折版ではFIG4－1

からFIG4－4に示すごとく”軸上に最大たわみが起

圧4房室重． 〃”苧失

‘戸κフ

！由〃付

ク↑、＼デ／

…㌧㍍
戸后4一／

      ↓

戸聾雪下

      』
トゲ＝

FlG．3  ン室I燥

V1＝一tanδユ”1＋αtanδユ

ψ2＝tanδ2”2＋αtanδ2

¢4禽館所蔽
 1々舳荷寺’眠戸）

  ！
 ！ 〃ノ！’
j

伽・一
A、nδユ羊、a、δ、／（…1・一…1・）〔

   ・2（mL麦）tanδ2／

ツm／＝一tan”n！十〇tanδユ

     伽／
θ。！こt・n－11， ・。／＝〉伽／・十V。・・
     vm

舳・一
A、n，1㌔、δ、／（…lrt・・1・）

（6）

   〃ひ々）
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固起ユ

η64－Z

／ 仙L、戸C柳〃）

    々〔‘舳2
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1967

1～ノニ；≠辿、

プ 石ノ85づ

る。ライズが平板からβ＝ユ。になると急に折板の性質

が顕著に表われ，最大たわみは急激に減小し，平版の最
      ユ
大たわみの約7となる。さらにβ＝4。ではβ＝ユ。の

   ユ
時の約篇にな乱一方水平スラストは0。～ユ。の間で

は非常に大きな値をとり，ライズが高くなるに従い減小

する。一方頂点のたわみはライズが上るに従い急に小さ

くなり最大たわみは固定辺に向って移動する。βニュO。

以上では頂点のたわみは非常に小さくなり，同時に〃の

値はほぼ等しい値を示すようになる。（FIGユ0－1）

最大曲げモーメント，最大たわみは0。～10。の間で変化

が激しく，それ以上になるとほとんど変らたくなるのは

興味ある。

 最大曲げモーメントはライズ，板厚に関係なく固定端

中央に起り，平版の場合，O．ユ3P児2，β≡4。の時O．023

P児2，βニュO。で0．02PR2でたわみと同様0。～10。近辺

で急に減小する。FIG5－2のβ＝ユ0。の場合の〃㈹

（7）
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に関して，稜線近くのM〃は符号が逆転する。これは

ライズが上ると稜線の固定度が高まり上側引張りの状態

になるためと思われる。

 以下主に正4角錐折版について結果を示した。
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