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 This paper deals with the formulation and the solution of the multi-dimensional moment problem of

 Hausdorff. Let In be the set of all n-dimensional vectors whose components are non-negative integers,

and let{a(の;2∈ln}be a sequence of real numbers. Denote by Sn the set{(xl,… …, xn);x2≧0,

 Σxz≦1}of the n-dimensional space. Necessary and sufficient conditions for the existence of a measure
Z=ユ

and a signed measureμon sn such that

      ・(i)=Sx・21… …xnin d・(i=(Z・,・ 一,2の ∈ln)
        Sn
are given.

 1.古 典 解析 学にお け るHausdorffのmomentの 問 題 とは次 の よ うな ものであ る。実 数列

{a、x}._。,1,… が 与 え られた とき,閉 区 間 〔0,1〕 上 で有 界変 動 の函数(ま た は有 界 な単 調非 滅少

函数)α(t>を 見 出 して

      1

と表 わす こ とがで きるため には, {a,,,}が い かな る条件 を満せ ば よいか とい うの であ る。 これ に関 し

て次 の基本的 な結果 が知 られ てい る(例 えばWidder 2参 照)。

            km=0ユ)調 砺一(k,n=・ ・1・2・)・

        λ・・m=(km)(-1)k-mQk-mam(k,m-・,1,2,)

とお くとき,a.が 有 界変 動函数 α(t>に よ って(1)の よ うに表わ され るために は

     k

 (2) Σ1λ 陀・ml<L (k=0,1,2,… …)
    m=0

な るよ うな定数Lの 存 在す るこ とが 必要 十分 であ り,ま た 砺 が有界 な単調 非減少函数 α⑦ に よ って

(1)の よ うに表わ され るため には

 (3)  (-1)k△kan≧0  (k,n=0,1,2,・..… )

な る こ とが 必要十分 で ある。

 この論文 の 目的 はn重 数列 にっい て これ らに対応す る定理 を証明す るこ とであ る。

 は じめ に記 号を定義 してお く。すべ ての非負整数 の集合 を1で,ま た非負整数 を成分 とす るすべ て

のn次 元vector i=(21,Zz,… …,励 の集合 をInで 表 わす。第 α成 分 のみ1で 他 の成分が すべ て0

で あ るよ うなInの 元 をeaと 書 く。 i=(2、,i2… …,Zn∈lnの 絶 対 値 を 国=21+i2+…+inに よ

って定義 し,ま た k≧121な る 自然数kに 対 し
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         （1）一、11，21等、（后一1づ1）、

と書／ことにする。后・l11のときおよび甘でないとき1ま（今）一・とする。・重実数列／α（1）／沁

に対して

                n
         △α（4）＝α（4）一Σα（づ十e口） （4∈∫m）

                α＝1

と定義し，任意の自然数尾に対しては△胎α（4）＝△（△比一1α（4））によって△㌦（づ）を定義する。S肌

で勿次元Euc1id空間の部分集合｛（κ1，……，κ、）；灼≧0，κ1＋…十κ。≦1｝を表わすことにする。

 この論文の結果は次の二つの定理の中に述べられている。

 定理1．｛α（4）｝包冒ムをm重実数列とする。S。上の有界な測度μによって

（・）α（1）一／、！・w・…州μ（甘）

と表わされるための必要十分条件は

 （5）△κα（づ）≧O （づ∈∫m；后＝0，1，2，……）

なることである

 定理2． ｛α（づ）｝包ε∫。をm重実数列とする。S、上の有界なsigned measureμによってα（づ）が

（4）のように表わされるための必要十分条件は

（・）Σ1（多）△1－l11α（1）1≦工（冶一・・1……）

   1妻1≦此

なるような定数工が存在することである。ここに（6）の和は1づ1≦后なるようなすべての4∈∫柵にわ

たってとるものとする。

 これらの定理の証明は1次元の場合にならって 2）と同様な方法で行うことができる。しかしわ

れわれは次節で確率論におけるexchangeab1eな確率変数列に関する理論を応用してこれを証明す

ることにしよう。

 2． ここでまずexchangeab1eな確率変数列について説明しておく。 ｛X山＝1，・，…を標本空間

（Ω，λ，P）上で定義された確率変数の別とする。任意の自然数々，および（i，2，…，后）の任意の順

列（乞、，づ。，…，づκ）に対して（X包、，X乞。，…，X乞冶）の同時分布が（X1，X。，…，Xκ）の同時分布に一

致するとき，確率変数列｛X。｝はexchangeab1eであるという。

 exchangeableな確率変数列に関して次の結果が知られている（例えばLo6ve1）。

 ｛X弼｝、＝1，。，… を標本空間（Ω，五，P）上で定義された exchangeab1eな確率変数列とする。

このときσ一代数3⊂Aが存在して，3を与えたときのX1，X。，…，X帆の条件つき分布函数を

       F田（κ1，κ2，…，κ柵）＝P｛X1≦κ1，…，Xm≦κmlB｝

とすれば

       F田（κ1，κ。，…，κ。）＝FB（κ1）F児（κ。）…炉（κ。）

である。すなわちX1，X・，…は3を与えたとき条件つき独立である。

 この結果の系として直ちに次の補助定理が得られる。

                      （2）
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 補助定理  ｛X山＝1・・・… を有限な状態空間｛0，1，…，m｝を持つexchangeab1eな確率変数列

とする。このときあるσ一代数3⊂λが存在して，任意の后；κユ，κ。…，舳に対して

 （7） P｛X1＝％1，X2＝κ2，…，X虎＝伽1－8｝

       ＝（」P1し…一P．B）乞・（P工B）乞1…（戸冊B）㌦

である。ここにPjB＝P｛X1＝ノ1別（プ＝ユ，2，…，n）であり，また4o，i1，…，㍍はそれぞれκ1，κ2，…，抑

のうち0，i，…，mに等しいものの個数である。

 （定理1の証明）定理の条件が必要であることは容易にわかる。実際S丑ム上の有界な測度μによっ

てα（4）が（4）のように表わされるならば

（・）△W）一／、、κ1W…小（にκ1一・一κ肌）κ∂μ

                 （づ∈∫η；尾＝O，1，2，…）

であるが，右辺の被積分函数はSπ上で非負だから積分の値も非負でなければならない。

 次に十分性を示す。α（O）＝0の場合は（5）よりα（づ）＝0（4∈∫”）となり， （4）はμ（Sη）＝0なる

測度μによって満されている。α（O）＞0のときはこの値を1としても一般性を失わないから以下その

ように仮定する。有限な状態空間｛0，1，…，m｝を持つ確率変数列 ｛X山＝ユ，。，…の分布を次のよう

に定義する。すなわち任意の自然数后とOとnの間の自然数κユ，…，狐に対し

 （9） P｛X1＝κユ，X2＝κ2，…，Xκ＝炊｝二△包。σ（4）

とする。ここに4＝（づ1，4。，…，4，正）で6o，41，…，6，丑はκ1，κ2，…，伽のうちそれぞれ0，1，…，mに等し

いものの個数である。（5）の仮定から（9）で与えられる分布を持つような確率変数列が存在すること

がわかるのである。（9）より明らかに｛X肌｝はexchangeab1eな確率変数列となる。 ｛X椛｝が定義

されている標本空間を（Ω，五，P）とすれば補助定理によりあるσ二代数3⊂λが存在して（7）が

成立する。故に（9）から

 （10） △乞0α（づ）＝P｛Xl＝κ1，…，Xた二柳｝

        二五｛P｛x1：κ1，…，xlκ＝狐13｝｝

        ＝玖（1－P。月一…一p．3）乞・（戸1β）㌧…（Pη万）㌦｝

ここにκ1，κ。…，狐はそのうち6。，ち，…，づ’五個がそれぞれ0，工，…，mに等しくなるようにえらんだも

のである。特に（10）てつ。＝0とすれば

 （11） α（4）＝凪（P1万）乞1…（Pη万）㌦｝  （炬∫り

したがって（P。万，…，片戸）の同時分布をμとすれば，確率1でP戸≧0（ブ＝五，2，…，n）かつ

P。万十…十B戸≦1なることから測度μの。arrierはS。に含まれる。よって（11）より

         α（1）一／、、κ〃・…κ〃（炬ハ）

これで定理は証明された。

 （定理2の証明）必要性はほとんど明らかである。実際μをS。上の有界なsigned measureとす

れば（4）より任意のみに対し

（3）
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、、書、にタ）△～（1）1

一，、看、1（1）い小・小（」lr…一・）用・ll

≦／、、1・μjφ

 次に定理の条件が十分であることを証明するために，α（づ）が定理工の条件を満す二つのm重数列

6（づ）とC（4）との差として表わされることを示す。ここで次のように定義する。ノ＝（プ。，…，プ。）∈〃と

尾，2∈∫に支寸し

（1・）州）1、看、（㌢）ゴ1…（≒）jザ包11（1）1

（1・）洲；1）一
A幕尼（1）・出一州）／

ここに（12），（13）の右辺の和は1引≦后なるすべての4＝（4。，…

（6）と（13）より任意のノ∈∫m，后，2E∫に対し

，づ。）∈∫mについてとるものとする。

（1・）洲；1）一
D幕、（1王ノ）1△州月一α（1）1

i≧ゴ

≦、幕此（冶十ゲ1）1〃十月川α（1）ト

ただし（14）の中で4≧プは41≧ノ1，…，㍍≧ムなることを意味する。一方∠の定義より

（1・）舳；1）・、幕居（1）1・州■州

        ・．幕此苅・κ十／1州柵）1

        一Σ（㌣1）△用一111α（1・ノ）

         1引≦虎十1

        ＝a兜十1（ノ；2），

ここで

（㌣1）一（り・倉（∴）

なる関係を使った。（14）と（15）から任意のプ∈〃とZE∫に対し有限な極限

 （i6） 1imみ（プ；2）＝a（プ；2）

    此→。。

の存在がわかる。一方

 （17）laκ．1山リI（ノ；2）△工aκ（ノ）1

千1ネ．、1（為カノI）（1ジー（詰）j’…（劣）㌦（1一州1）t・用1（1）l

 i≧ゴ

t、暮．、（ガ…（劣）jて」舳う）トー／lα（1）1

i毒ゴ

（4）
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であるが，ここでち＝伽ユ，…，㍍＝伽、とおくと任意のノ，2に対して

1（㌧｝）（ξ）一㌧（詰）j1…傍）ゴて叫）「

伽1（伽r工）’’’（伽rプ／＋1）伽。（伽。一1）…（尾κ。一ノ。十1）ゐ（1■κ1）／冶（1－1κ1）一｝…／后（1■κ1）一2＋1｝

一              后（為一1）…（后■プ1－z＋1）

       一κ1ゴ1κ・ゴ2…κ｛（Hκ1）正 （同一κ・十…†κ・）

は后→∞のとき（κ。，…，κ、、）ES、に一様にOに収束する。故に（17）の右辺の第工の和は尾→o・のと

きOに収束する。また第2の和は1列工／后をこえないから結局為→・・のとき

       1∂κ十1．1（ノ；2）一△工aκ（ノ）1→o（ノ∈〃，2∈∫）

したがって（16）から

 （18） 1im△一aκ（プ）：△王∂（ノ）＝a（プ；Z）  （ノ∈Z沌，ZE∫）

    危→的

カミ得られる。ここに

       ∂（プ）＝1im aκ（ノ）＝6（ノ；0）

          冶→固
である。さらに任意のプ，2に対し

｛（1）1－1，幕此（り△庖十け1α（～）1

    ≦1幕此（今）1△危十川α（～）1

           ＝み（プ；2）

であるから后→ooとして（18）より

 （19）1△一α（プ）1≦△正a（プ） （た∫’丑，2E∫）

となる。そこでろ（ノ）二（∂（プ）十α（プ））／2，o（プ）＝（∂（ノ）一α（ノ））／2とおけば ⑫（ノ）｝，｛o（ノ）｝は（19）

より定理1の条件（5）を満すからノ∈∫”に対し

       ろ（ノ）一（κ！・1κ、・・…κ，、・・aμ1

          J8m

・（ノ）一／、！1j1κ・ゴ・…π・jψ・

なるようなS、上の有界な測度μ1，μ。が存在する。故にμ＝μrμ。とすれば，μはS弼上の有界な

signed－measureであり

       α（ノ）一ろ（プ）一・（プ）一／、、κ1ψ・…小伽（プE〃）

となる。これで定理の証明は完了した。
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