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プロジェクト57a

「漸化式を用いる不完全ガンマ関数γ(ν, x)
の数値計算法の誤差解析」の終了

　

吉田　年雄

1 不完全ガンマ関数γ(ν, x)の数値計算法

不完全ガンマ関数はベッセル関数と同様に，いろいろな分野で用いられている重要な関数であり，用途について

は言うまでもない．不完全ガンマ関数と呼ばれる関数には次の 2つのものがある4)．

γ(ν, x) =

∫ x

0

tν−1e−tdt (ν > 0) (1)

Γ(ν, x) =

∫ ∞

x

tν−1e−tdt (2)

また，ガンマ関数 Γ(ν)を用いれば，両者の間に次の関係式が成り立つ．

γ(ν, x) + Γ(ν, x) = Γ(ν) (3)

さらに，式 (1)の部分積分より次式が得られる．

γ(ν + 1, x) = νγ(ν, x)− xνe−x (4)

　 γ(ν, x)のテーラー展開式は

γ(ν, x) = xν
∞∑
k=0

(−1)kxk

k!(ν + k)
(5)

= xνe−xΓ(ν)

∞∑
k=0

xk

Γ(ν + k + 1)
= xνe−x

∞∑
k=0

xk

ν(ν + 1) · · · (ν + k)
(6)

として表される．

　 γ(ν, x)の計算法としては，上記のテーラー展開式，連分数展開式による方法と次に説明する漸化式を用いる方

法がある．漸化式を用いる方法には，計算法 Iと計算法 IIがある．次数 ν は正の実数，xは非負の実数とする．n

を非負の整数として，

ν = a+ n (0 < a ≤ 1) (7)

と置けば，与えられた ν の値に対して，aと nが一意に決まる．

計算法 I

　計算法 Iは，Gautschi2)により提案された（P (ν, x) = γ(ν, x)/Γ(ν)に対して）．mを適当に選ばれた正の整数

とし（m > n），αを小さな任意定数とする．

Fm+1(x) = 0, Fm(x) = α (8)

を出発値として，γ(a+ k, x)が満たす漸化式

Fk−1(x) =
a+ k + x

(a+ k − 1)x
Fk(x)−

1

(a+ k − 1)x
Fk+1(x) (9)

　 情報科学リサーチジャーナル　　第 20巻　　 2013.3 　



情報科学リサーチジャーナル　Vol.20　2013.3116

を繰り返し使うことにより，Fm−1(x)，Fm−2(x)，· · ·，Fn(x)，· · ·，F0(x)を順次，計算する．そのとき，あるN

(< m)に対して，n = 0, 1, · · · , N についての γ(a+ n, x)の計算式は次式で与えられる．

γ(a+ n, x) � xa

a
Fn(x)

/
m∑

k=0

Fk(x)

k!
(10)

計算法 II

　計算法 IIも Gautschi3)により提案された．式 (4)より，γ(a+ n, x)は，漸化式

Fk(x) =
Fk+1(x) + xa+ke−x

a+ k
(11)

を満たす．

Fm+1(x) = 0 (12)

を出発値として，漸化式 (11)を繰り返し使うことにより得られた Fn(x)を用いて，γ(a+ n, x)は

γ(a+ n, x) � Fn(x) (13)

として求められる．

2 誤差解析をまとめ，論文誌に投稿，採録

これらの漸化式を用いる γ(a+ n, x)の計算法の誤差解析は行われていなかった．そこで，誤差解析を行い，そ

れをまとめて，情報処理学会論文誌に投稿した結果，採録された（参考文献 [1]）．このように，本プロジェクト

では貴重な研究成果をあげることができたと考えられる．本計算法の誤差解析の詳細については，その論文を参

照されたい．
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