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                 加 法 的 関数 の 連 続 性 に つ い て

                        渕 野 昌*

              On Continuity of Additive Functions
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   Some pathologic behaviors of the set of additive functions, automatic continuity
of such functions in particular, depend largely on the axioms of set-theory. We

review here some known results on additive functions and provide compact but

self-contained proofs.
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 0 は じめ に

  f:R→Rが コー シー の方 程 式f(x+y)=

  ∫(x)+∫(y)を 満た す とき,∫ は何 になるだ ろ

  うか?

定数 倍 を与 え る関数xeαxは この よ うな も の とな っ

て い るが,

(*)∫(ω+〃)=∫(の+∫(〃)を 満 たす 関数 で 定数

  倍関 数で ない もの は存在 す る のだ ろ うか?

一見 非常 に単純 に見 える問題で あ るが
,実 は,こ の 問題

の答 は選 択公理 を認め るか どうかで 違 って くる:選 択

公理 の 下で は コー シー の方 程式 を満 たす 関数 で定 数倍

関数 と異な る もの が無 数 に存在 す るが,選 択 公理 を認

め な いとき には,「コー シー の方 程式 を満 た すすべ て の

関数 は 定数倍 関 数 で ある」 とい う命題 が 正 しい もので

あ りうる.以 下 の 小文で は この事 情 につ いて細説 す る.

 第1節 で,ZFCで は†上 の 問題(*)に 肯 定 的な解 が

与 え られ る ことを示 し(定 理5),選 択公 理 を仮 定 しな

いと きに は,こ の 問題 の解 が否 定 的 な もの にな り得 る

(系8,定 理1も 参 照.)こ とを述 べ る.第2節 では,第

1節 の後 半で述 べ た 問題(*)の 否定 的解 のた め に必 要

とな る定 理(定 理9,系19)を 凸 関数 に関 して 一般 化

した形 で 証 明す る.第3節 は第2節 で 用 い た,可 測 集

合に 関す るSteinhausの 定理(定 理16)の 証 明 を与 え

る.第4節 は,第1,2節 の結果 の応 用 として,R上 の

自己 同型 写 像 とC上 の 自己 同型写 像で 自明 でな い もの

の存 在 に関す る結果 を証 明す る.

 記 述 はself-containedに な るよ うに努 め た.読 者 に

仮 定 した の は,教 養 課程 の解 析 学 と線 型代 数 の基 礎 的

な知 識 を別 にす れ ば,測 度 論 の ご く初 歩 的な 部分 の 知

識程 度 で あ る.た だ し第4節 で は代 数 学 の基礎 と超 限

帰納 法 の知識 が 仮定 されて い る.超 限 帰納 法 につ いて

は 圏 を参 照 され た い.

 証 明 は[5]を 参 考 に して書 いた.特 にSteinhausの 定

理(定 理16)の 証明 は[5]の もの をほとん どそ の まま踏

襲 した.第1節 の終 りで述 べたShelahの 結果 と無矛 盾

性 の強 さに関 連す る注意 は,ミ シガ ン大学 のAndreas

Blass教 授 か ら,彼 とのemai1に よ る議 論 を通 じて教

わ った もので あ る.

 本 稿 は,[1]と12]の 続 編で あ る.筆 者 は,1998年 か

ら2000年 にか けて,北 海道 大学理 学部数学 科 にお いて,

集合 論 の 公理 系 の解 析学 へ の影 響 に関す る一般 の 数学

者 を対 象 と した特 別 講演 を何 回か行 な った.こ れ らの

講演 の後,非 常 に多 くの質 問 を受 けた が,時 間の 関係

もあ り,い くつか の質 問 に は,そ の 場で 十 分 に答 え る

 *理 学教 室 (Department of Natural Sicence and Mathematics) †

ZFで 選 択 公 理以 外 の 集 合 論 の公 理 を集 め た公 理 系 を あ らわ す,

ZFは 集 合 論 の 公 理 系 を 確 立 したE, Zermelo(1871-1953)とA.

Fraenkel(1891-1965)の 名 前 の頭 文字 か らきて い る.ま た, ZFCで

ZFに 選 択 公 理(Axiom of Choice)を 加 え た 公 理 系 を あ らわ す.

(1)



56                      渕野

ごとができなかった，［11，［21と本稿は，その時の質問

に対する答えの，より完全な解説を与える目的で書か

れた．これらの講演を熱心に聞き有意義な質問をして

いただいた北海道大学数学科の方々に深く感謝したい．

昌

（・）伽）一プ（箒π）一1（去… 去・）

             ｝               m個
一プ（去・）・…・プ（去・）

 1 加法的関数

 以下ではW＞oをある自然数とする．関数∫：Rw→

Rが加法的とは，プがコーシーの等式と呼ばれる次の

関数方程式を満たすことである‡：

すべての”，μ∈Rwに対し，プ（π十リ）：グ（”）十グ（μ）．

連続な加法的関数は次のように特徴付けることができる：

定理1ア：Rw→Rを加法的関数とするとき，以下は

同値である：

（a）プは連続である．

（b）c＝〈co，．、．，cN＿1〉ξRwで，すべての”＝

〈”O，。．．，卯＿1〉∈RWに対し，プ（π）＝CO”O＋．．．十

CW＿1榊＿1となるようなものが存在する．

定理の証明のためにまず次を示す：

補題2∫：Rw→Rを加法的関数とする．”o，．．．，

”π＿1∈眠W，qo，．、．，％＿1∈Qとするとき，

プ（脳0＋…十qη一・”η一1）＝q。ル0）十…十q卜・ル。一。）

が成り立つ．

証明・ 加法性により，すべての”∈Rwとq∈Qに

対し，プ（gπ）：gプ（π）が成り立つことを示せばよい．

 肌ξN，η＞oとすると，プの加法性により，任意の

”∈Rwに対し，

昨1（去叶…・去1）一1（去・）・・…1（去1）

刊個            π個

となるから，任意の”∈Rwとη∈N，η〉0に対し，

（・）   プ（去・）一芸プ（・）

となることが分る．ふたたびアの加法性と（1）により，
                m
任意のq∈Q，q＞0に対し，q＝1m，η∈N，n≠O
                ηとして，

 ‡以下の議論のほとんどは，凸集合D⊂Rw上に定義された関
数∫：D→Rに対して一般化することができる．しかし，ここで
は煩雑さをさけるためにRw上の関数のみを扱うことにする．

     m個
 1       1    m
：一

v（刀）十 ・十一プ（”）＝一プ（”）＝qプ（”）

 几          れ      n

     m個

となることが分る．次に，プの加法性から，

     ∫（O）二∫（O＋O）＝プ（O）十プ（0）

だから，プ（δ）＝Oとなる．このことから，

   0＝∫（0）＝プ（π十一π）＝プ（π）十ア（一ω）

により，任意の”∈Rwに対し，

（3）    プ（一・）：、一ア（・）

となることが分る・したがって，（2）と（3）により，q∈

Q，q〈oに対しても，一q＞Oに注意すると，

ナ（α⑦）＝∫（一（一α）”）二一∫（（一q）”）＝一（1）∫（”）＝q（π）

となることがわかる．

定理1の証明。乞∈N，づくWに対し，

           4番目
    吻二〈0，．．．，0，1，0，．．．，0〉∈Rw

口（補題・〕

とする．

          ・1＝プ（u1）

とすると，補題2により，グ＝〈qo，．．．，伽＿1〉∈Qwに

対し，

    プ（q）＝プ（qOuO＋…十倣一1αW一・）

      ＝αOプ（刎O）十…十伽一。∫（帥＿・）

      ＝αOCO＋…十伽＿1CW＿1

となる．つまり，上のようなCo，．．．，卯＿1に対し，QW

の元に対しては定理の（b）が成り立つ．よって，Qwは

RNで稠密だから，プが連続なら，上のようなCO，．．．，

cN＿1に対し，定理の（2）が成り立つことが分る・

 逆に（2）が成り立つなら，プが連続であることは明

らかである．              口（趨、〕

 W＝1の場合には，上の定理はさらに次のように拡

張できる：

                中部大学工学部紀要
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定理3∫：R→Rを加法的関数とするとき，次は同値

である：

（a）プは連続である’

（b）ある。∈Rに対し，プ（”）＝c”がすべてのπ∈R

に対し成り立っ：

（C）∫は単調である、

定理の証明には次の補題が必要になる：

補題4∫：R→Rを単調関数とするとき，プの不連続

点は高々可算個しか存在しない．

証明．プは単調増加とする．単調減少の場合も証明は

同様である．D⊆Rをナの不連続点の集合とする．D

が非可算と仮定して矛盾を示す。プが単調であること

から，各”∈Rでの∫の値の左極限と右極限が存在す

る．これらをそれぞれプ（”），ブ十（”）であらわす．つま

り，π∈Rに対し，

  アー（π）二 1im プ（μ）， ア十（π）＝ 1im ア（μ）

      Ψ一÷皿一〇                リー÷匝→一〇

である．プは単調増加であることから，プ■（”）≦プ十（必）

となる．

       伽）＝プ十（π）イー（・）

とすると，”∈一〇なら∂（”）＞oとなる．dの定義とプ

が単調増加であることから次は明らかであろう：

C1aim4．1任意のη∈Nと”o，z1，．、、，”η，”η斗1∈R

で，

      ”0＜”1〈…＜πη＜”η十1

となるものに対し，

   ∫（”η十、）≧！（”。）十∂（”1）十…十∂（”。）

が成り立つ．                一1

Dは非可算だったから，鳩の巣原理により，ゐ∈N，

た＞Oと非可算なD’⊂Dで，

                   1
    すべてのπ∈D’に対し，d（”）＞＿
                   ゐ

となるものがとれる．もう一度鳩の巣原理を用いて，ユ，

m∈Z，ユ＜mで，D’∩（エ，m）が非可算になるようなも

のがとれる．このとき任意のM’∈Nに対し，”1，．．．，

”M∈D’で

     工＜均く⑦2＜…＜”M〈m

となるものがとれるから，C1aim4，1により，

                     M
 ナ（m）≧〃）十d（”1）十…十d（”〃）≧ブ（ユ）十一
                      み

となるが，これは不可能である．      口㈱。）

定理3の証明．（a）⇔（b）は定理1の特別な場合であ

る・（b）⇒（c）は明らかだから，あとは（c）⇒（a）を示

せばよい．

 （C）を仮定してプが連続でなかったとして矛盾を示

す、プをが∈Rで連続でないとすると，プが単調増加

であることから，上昇列”れ∈卜。c，が），η∈Nと下

降列肌∈（が，oc］、η∈Nで，

（1）       1im”η＝工im％＝〆
       η一≒oo      η一ト。o

かつ，

（2）       1imプ（πη）＜1im（％）
        η一÷oo         η一÷oo

となるものがある．任意のr∈Rに対し，d＝が＿r

とすると，（1）により，

（3）  1im（”η一d）＝Iim（％一d）＝が一∂＝r
   n一合。o           れ一｝oo

で，補題2と（2）により，

（4）      Iimプ（ππ一d）＝1imプ（①η）一プ（d）＜
       帆一｝oo             η→oo
1imプ（％）一ア（d）＝Iim∫（如一d）

η一÷oo                 η一｝oo

となる一したがって，プはrでも連続でない．ヅは任

意だったから∫はRのすべての点で不連続となるが，

これは補題4に矛盾である．       口（趣。〕

 選択公理の下では連続でなし）加法的関数は無数に存

在する．

定理5（Hame1．1905）選択公理を仮定する．このとき任

意のN＞1に対し，連続でない加法的関数∫：Rw→R

が存在する．

証明． 眠”とRをQ上の線型空間と見なしたとき，

RNからRへの任意のQ一線型写像は加法的関数にな

る．BをRwのQ上の基底とするとBからRへの
任意の写像はRwからRへのQ上の線型写像に拡張
される．このような写像は22～個あるから，数の上か

らその申には連続でないものが含まれることは明らか

である（この証明の直後の注意を参照）．

 こう書くとこの証明は非常に非構成的であるように

思えるかもしれないが，実はBを固定すると，連続で

ない加法的関数を，例えば次のようにして具体的に定

めることもできる：一般性を失わずに3は定理1の

証明でのuo，．．．，帆＿1を含んでいるものとしてよい．

ん：B→Rを乞＝0，。、．，W－1に対し，ん（u｛）＝0，

”∈B＼｛㏄o，．一．，州＿1｝に対しん（”）＝1と定義すれ

ば，定理1の証明から，んによって決まるRwからR

へのQ線型写像は連続とはならない、   口（趨・）

（3）
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 上の証明から，RwからRへの加法的関数は22約個

存在することが分るが，RwからRへの連続関数はそ

のQwへの制限によって確定するから，その数は高々

2N・しかないことがわかる．したがって，数の上ではほ

とんどすべての加法的関数が不連続であることが分る．

 定理5の証明では，RwのQ上の基底3の存在を
保証するために選択公理が用いられていた．このよう

な基底はHame1基底と呼ばれている．Hame1基底B

の構成のためには，選択公理からの帰結の1つである

R上の整列順序の存在があれば十分であることは明ら

かであるが，γ＝工の下では，Rの整列順序で△姜集

合となるものが存在する．定理5一の証明の後半でも明

らかなようにこのような整列順序から連続でない加法

的関数は構成的に得られる§．したがって，

命題6γ＝Zが成り立つとすれば，Rwから腱への
連続でない加法的関数で，（この関数をグラフとして見

たときに）△姜集合となるようなものが存在する．口

 選択公理を仮定しないときには：状況は全く違った

ものでありえる．Sierpiiskiの定理により，すべての可

測な加法的関数は連続になる（定理9を参照）が，この

ことから直ちに次が分る：

定理7ZF＋“すべての実数の集合はルベーグ可測で

ある”のもとで，すべてのRwからRへの加法的関数

は連続になる．

証明．仮定からすべての忠NからRへの関数は可測

となる．特にすべての加法的関数はルベーグ可測にな

る、したがってSierpi丘skiの定理によりこれらの関数

はすべて連続である．          口（定理・）

 決定性の公理（AD）から“すべての実数の集合はル

ベーグ可測である”が帰結できる¶．したがって，

系8（ZF＋AD）すべてのRwからRへの加法的関
数は連続となる．               口

 ZF＋“すべての実数の集合はルベーグ可測である”

はZFC＋“到達不可能基数が少なくとも1つ存在す
る’’と無矛盾等価である（［6］）Il．そこで，ZF＋“すべて

の加法的関数は連続である”でも巨大基数の無矛盾性

の強さが関与しているのかどうかは興味のある問題と

なるが，実は，これは（巨大基数の仮説を必要とせず）

ZFC （のみ）と無矛盾等価となることが次のようにし

て分る：

 §γ＝ム，△；については，例えば［31を参照されたい、

 ¶決定性の公理や無矛盾等価性についても，［31を参照されたい・

 一一決定性の公理の無矛盾性は，これよりずっと大きな巨大基数の

無矛盾性と等価になる．

昌

 Sierpi五skiの定理と同様にして，べ一ル関数となる

ような加法的関数も連続になることが分る（系19を参

照）が，Sah肛。n She1ab［61により，ZF＋“すべての

実数の集合はべ一ルの性質を持つ”はZFCと無矛盾等

価である．’上の定理と同様に，ZF＋“すべての実数の

集合はべ一ルの性質を持つ”から，“すべての加法的関

数は連続となる1ヨことが示せるから，後者の命題をZF

で考えたものもZFCと無矛盾等価であることが分る．一

 2 凸関数の連続性

 プ：Rw→Rが凸関数であるとは，すべての”，μ∈

RNに対し，

ア（守）・ア（”）吉プ（v）

が成り立つこととする．

 この節では，次の定理の証明を与える：

定理9（Sierpi丘skiの定理）

プ：Rw→Rを可測な凸関数とするとき，ナは連続で
ある．

補題2により，加法的関数は凸関数であるから，上の

定理から，すべての可測な加法的関数は連続であるこ

とが導け，このことから定理7が得られる．

 まず凸関数の基本的な性質を証明しておく：

補題10プ：眠w→Rを凸関数とするとき，任意の
η∈N，η＞Oと”1，．、．，πn∈Rwに対し，不等式

   プ（”1＋、十叫）・プ（必’）十一（叫）

が成り立つ．

証明．η∈Nが2Pの形をしてレ）るときに上の不等式

が成り立つことは，ρに関する帰納法で示せる・一般

のηに対しては，ρをη〈2Pとなるようにとる．任

意の⑦1，．．．，ππ∈RWに対し，必η十1＝＿＝”2。＝
⑦1＋… 十”η
      として，”1，＿，”η，”n＋1，．．．，”2。を

   η
考えると，

     2p          π     2p
  几（去Σπ1）＝去（・Σ酎Σ㈹）

    4＝1         6＝1   壱＝π十1
            η     2p  η
        一夫（几Σ肘Σ（Σ・1））

            ㌣  壱＝＃1｛＝1
         1
        一憂（・pΣ・1）一Σ軌

            づ＝1     壱＝1

だから，

 2p      π
去Σ・ド去Σ吻

 ｛＝1      壱＝1

中部大学工学部紀要
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となる．したがって，2ρに対しては補題の不等式が成

り立っていることを使って，

ア（”1＋、十”几）一∫（”1＋、、十”取）

  プ（”、）十…十ル・・）
 ＜
 一プ（”、）十．㌔プ（”、）

      2p
            2p一九個

  十プ（叶、十叫）・・∫（均十、十叫）

             2p

となるから，

・・プ（”1＋、十zn）一（・Lη）プ（”1＋、十⑦れ）

 ≦プ（”1）十…十プ（”n）

したがって，

  ηプ（”1＋九十πη）≦∫（・・）… プ（・刊）

となり，補題の等式が成り立つことが分る． 口（鯛、。）

補題11∫：Rw→Rを凸関数として，”，v∈Rw，
q∈Q［0，11とするとき，

∫（脾十（1－q）ひ）≦qプ（π）十（1－q）∫（μ）

が成り立つ．

証明．q∈｛0，1｝のときには，上の不等式は自明であ
              mる、q∈Q∩（0，1）として，α＝一とすると，補題10
              ηにより，

 ∫（脾十（1－q）V）

        m個     η一m個

      ｛  ｛    一プ（”十．十㍗十’’十μ）

        m個       卜m個

     プ（”）十…十！（π）十∫（μ）十…十プ（μ）

    〈
             η
        m個        η一m個

     ア（”）十…十∫（⑦） ナ（μ）十…十ア（σ）
    ＝           十
        η              η
    ＝9プ（π）十（1－q）プ（V）

となる．                口㈱u〕

 関数プ：Rw→Rに対し，mア：Rw→｛＿oo｝UR
を次のようにして定義する：

”∈Rwとr〉oに対し，K（π，r）で”を中心とした
半径rの開球を表すことにする、

である．π∈Rwとr＞0に対し，

       ψ証（・）＝infプ”K（”，・）

とする榊．ψ証（r）∈｛＿oo｝URである．ここで，

       mプ（・）＝、些牡ψπ（・）

と定義する．

     ・1（・）一担1・・μ（屯去
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K（”，r）＝｛9∈R：llの一μll＜r｝

である．

 ア：Rw→Rが”∈Rで上に局所有界であるとは，

πの近傍σで，∬σが上に有界になること，つまり，

あるM’∈Nでプ”σ⊆（一〇〇，M一）となることとする．

 したがってアが”∈Rで上に局所有界でないのは，

”のどんな近傍σをとっても，任意のM∈Nに対し，

プ（f）≧Mとなるようなt∈σがとれることである．

定理12プ：RM→Rを凸関数とする．”∈Rwに
対し，m∫（”）≠∫（”）なら，プは”で上に局所有界で

ない．

証明、”∈Rwでm∫（”）≠∫（”）とする．任意の”の

近傍ひと〃∈Nに対し，亡∈σでプ（古）≧M’となる

ものが存在することを示せばよい．

 まずm∫（”）＝一〇〇の場合を考える．このときには，

δ∈Rwで，

（一1）     ”十δ，”一δ∈σ

かつ，

（0）    ∫（π十δ）＜2プ（”）一M

となるようなものがとれる．（0）により，

（O’）    M〈2ア（”）一プ（”十δ）

である．このとき，補題10により，

昨1（”十（”十δ1＋（卜δ））

・芸（1（・）・1（・・1）・プ（卜1））

だから，

     2ア（”）イ（π十δ）≦プ（卜δ）

となる．したがって，亡＝”一δとすれば，（一1）により

士∈σで，（0’）により，M≦∫（オ）である・

 次にm∫（”）〉＿∞とする．ρ＝∫（”）＿mプ（”）とす

れば，仮定によりρ＞0である．η∈Nを

榊∫”Xで∫のXによる像をあらわす．つまり
∫”X＝｛∫（V）：リ∈X｝である・

（5）
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       1
（1）    ヲ（上1）ρ十m∫（”）〉M

となるようにとり，ん∈Rwを，

（2）

かつ，

｛”十んん：ん∈z，1例≦η｝⊆ひ

渕野

        1             1
（3） m∫（・）ブ・∫（トん）・m∫（・）・ヂ

となるようにとる．これはmプ（⑦）の定義から可能であ

る．ここで，π1，．．．，πη∈σを，

 ”1：… ＝”η＿1＝”一ん，”η＝”十（肌一1）ん

ととると，補題10により，

  ル）一プ（”1＋、十πn）

      （η一1）プ（π一ん）十プ（π十（肌一1）ん）

     ＜
             η

となる．したがって，

  η（プ（π）一ナ（”一ん））十プ（”一ん）

  ＝材（の）一（η一1）プ（”一ん）≦ナ（”十（η一1）ん）

である・一方（3）により，

上式の左辺

           1         1
 ≧n（∫（・）’（肌∫（π）十ラp））十（mプ（π）一列

               1         1
 ＝η（（m∫（π）十ρ）一（m∫（”）十ラρ））十（m∫（①）一5ρ）

    1       1
 ＝η・ヂ十m∫（・）一ヂ

      1
 ＝（η一1）・ヂ十mプ（”）〉M

である・したがって，プ（”十（η一1）ん）＞Mとなるが，

（2）により”十（η一1）ん∈σだから，f＝”十（η一1）ん

が求めるようなものとなっていることが分る．口（定理。。）

定理13ア：Rw→Rが凸関数のとき，mプRN→R
は連続な凸関数となる．

上の定理の証明は冗長である（［5］ではこの定理の証明

に10ポイント組みで約4ぺ一ジ費やしている）ので，

この定理を次の形に弱めたものの証明を与えておく（以

下の応用にはこの形のもので十分である）．

補題14プ：Rw→1Rを凸関数とする．プが⑦∈Rw

で上に局所有界なら，m∫は”で連続である．

証明．グが”∈RNで上に局所有界なら，定理12に

より，プ（”）＝m∫（π）である．このことと局所有界性か

昌

ら，任意のε＞Oに対し，r∈R，r＞0とM’∈R，

M〉0で
      ア”K（”，・）⊆（ア（”）一ε，〃）

となるものがとれる．0〈〆＜rを固定する．η∈N，
           〆
η〉0に対し，ψ∈K（¢，一）なら，あるμ’∈K（”，〆）

            ηにより，

          1  η一1
            ’        μ＝一μ十   ”
          η      η
とあらわせる（たとえばμ’＝”十η（ツー”）と置けばよ

い）．このようなμ，リ’に対し，補題11により，

            1    η一1
   ル）一ε＜プ（μ）≦一プ（v’）十一プ（・）
            η        η
         M一 η一1
        ≦一十  ∫（π）
         π     η

となる．ηを十分に大きくとれば，上の不等式の右辺

は〈プ（”）十εとできる．このようなηに対し，μ∈
   〆
K（o，＿）なら，Imア（ψ）＿m∫（π）I≦εとなる．したがっ

   η
て，ε〉oは任意だったから，アは連続であることが分

る．                   口（補題14）

定理15プ：Rw→Rを凸関数とする．ある空でない

開集合0⊆RNで∬0が連続になるなら，プ自身連
続である．

証明。プが連続でないとして矛盾を導く．プが連続で

ないなら定理12と補題14により，が∈RNで，プ
はがで上に局所有界でないようなものがとれる．

 一方アは0で連続だから，空でない開集合0’⊆0

とM∈N，M一〉0で，

（0）         プ”0’⊆（＿M’，M）

となるものがとれる．

 ”’∈0’とする・δ∈R，δ〉0をK（”’，δ）⊆0’と

なるものとする．プはがで上に局所有界でなし）から，

古∈Rwで，

              δ
（1）          l1右11＜一
              3

かつ

           M＋ブ（3が）一ル’）
     プ（〆十亡）〉
               3

となるものがとれる．したがって，

（2）  M＜3∫（〆十オ）一プ（3”ヰ）十ル’）

である．このとき，補題10により，

1（州一1（3が十（宇）一〆）

だから，

 1
≦一（∫（3”＊）十プ（⑦’十3オ）一∫（・’））

 3

中部大学工学部紀要
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（3） 3∫（〆十亡）一プ（3¢＊）十プ（”’）≦ル’十3オ）

となる・（2）と（3）から

  M＜3ア（”＊十f）一プ（3π‡）十プ（”’）≦プ（”’斗3オ）

となる・ところが，（1）によりπ∫斗3オ∈K（”’，δ）⊆0’

だから，これは（0）に矛盾である、    口（定理・・〕

定理16（Steinhaus，1920）λ，3⊆Rwを零集合でな

い可測集合とする．このとき，棚（λ十B）≠⑫となる一

定理16の証明は次の節で与えることにして，ここでは

上での準備と定理16から，次が示せることを見るこ

とにする：

定理17ア：Rw→Rを凸関数とする．T⊆RNを零
集合でないルベーグ可測集合として，g：τ→腱を可

測関数で，すべての”∈Tに対し，プ（π）≦g（”）とな

るものとする．このとき，ヂは連続になる．

証明． ん∈Nに対し，

      D冶＝｛”∈T：9（”）〈た｝

とする．gは可測関数だから，各D馬は可測集合とな

り・D＝∪馬∈NDκである・したがって・炉∈Nで
m（D馬串）＞0となるものがとれる††一

         1    1
C1aim17．1プは＿D炉十＿D炉上で上に有界である．
         2    2

    1    1
ト”∈一D炉十＿D炉とすると，d，♂∈D炉で，
    2    2
  d＋♂
”＝   となるものがとれるが，プは凸関数だから，
   2

∫（π）一∫（d圭♂）≦芸（∫（d）・∫（♂））

となる．したがって，

である．

 1
≦一（9（∂）斗9（♂））＜ポ
 2

プ・
i芸D炉・芸D炉）⊆卜・・，ポ）

一（・1．im・・．1〕

1・岬測で・・（芸・炉）一1・・（・炉）・・だか

ら・…i・・…の定理（定理・・）1こより・伽伽ヰ・

松㌶吾桑、庶｛算幾
有界だから，定理12により，プ「0＝m∫「0となり，

補題14により，これは連続である．したがって，定理

15により，アはRN全体でも連続となることが分る．

                      口（定理・。）

D＝Rw，ア＝gとすることにより，定理17から，

定理9が導ける．定理16は“零集合でない可測集合”

を“疎集合でないべ一ルの性質を持つ集合・で置き換え

て」も成り立つことが知られている（Pi㏄ardの定理）．

したがって，定理17の証明は“零集合でないルベーグ

可測集合”，“可測関数”をそれぞれ“疎集合でないべ一

ルの性質を持つ集合”，“べ一ル関数’’で置き換えても同

じように行うことができる．よって次が得られる：

定理18プ：RN→Rを凸関数とする。T⊆Rwを疎
集合でないべ一ルの性質を持つ集合として，g：T→R

をべ一ル関数で，すべての”∈Tに対し，プ（”）≦g（”）

となるものとする．このとき，プは連続になる． 日

系19プ：皿w→Rを凸関数でべ一ル関数となってい

るとするとき，プは連続である。        o

したがって，前節の終りでの議論と同様にして次が分る：

系20ZF＋“すべてのRMから眠への凸関数は連続

である”は，ZFCと無矛盾等価である．     口

命題“すべての実数の集合はルベーグ可測である”お

よび命題“すべての実数の集合はべ一ルの性質を持っ’’

は決定性の公理（AD）から帰結できる．したがって：

系21（ZF＋AD）すべてのRwからRへの凸関数は

連続である．               口

 3 Steinbausの定理の証明

 完全のために，この節では前節で証明なしに引用し

たSteinhausの定理（定理16）の証明を与えることに

する．

 次の補題を用いる：

補題22λ，B，0⊆Rwを可測集合とし，m（λ）＜oo

とする．このとき，

    lm（λ∩B）一m（λ∩o）1≦m（B△o）

が成り立つ．

証明．

m（λ∩B）一m（λ∩0）

  ＝m（λ∩B∩0）十m（λ∩3∩（R＼0））

一（・（舳∩・）・・（λ∩（叩）∩・））

†千肌（X）で可測集合Xのルベーグ測度を表すことにする ＝m（λ∩3∩（R＼0））一m（A∩（R＼B）∩0）

（7）



62                      渕野

だから，

 lm（λ∩B）一m（λ∩0）1

   ≦m（λ∩B∩（R＼0））十m（λ∩（R＼B）∩0）

   ≦m（B∩（R＼0））十m（（R＼B）∩0）

   ＝m（B△0）

である．                     口（欄。。〕

Steinhausの定理（定理16）の証明．一般性を失う

ことなくλ，Bはコンパクトとしてよい．亡∈Rwに対

し，ω：Rw→Rを，

ω（1）一m（λ∩ト・））一
ﾜ、ψ）・・1一・（・）み

により定義する‡‡．

C1aim22．1ω：Rw→Rは連続である．

ト 任意の亡∈Rwに対し，ωが｛で連続であることを

示す．ε〉oを任意にとるとき，開集合Gで，トB⊂G
           1            ■
かつm（G＼（亡＿B））＜＿εとなるようなものをとる．
           2
（古＿B）∩（Rw＼G）＝⑫だが壬＿3もRw＼0も閉集

合だから，これらの集合の間の距離δは。より真に大

きい．

 以下でω”K（オ，δ）⊆（ω（t）＿ε，ω（t）十ε）となること

を示すが，ε〉oは任意だったから，これにより証明が

完了する．

 ん∈RMでllんll〈δなら，百十ん一B∩（Rw＼G）＝②

となる．つまり，t＋ん一B⊂Gである．したがって，

                       1
 m（（f＋ん一B）＼（亡一B））≦m（G＼（舌＼G））く一ε
                       2

となる．同様に，m（オ十九一3）＝m（オーB）だから，

 m（（亡一B）＼（ホ十わ一B））≦m（o＼（亡十ん一3））

             ＝m（G）一m（｛十ん一B）

             ＝m（G）一m（亡一B）

                       1
             ＝m（G＼（オーB））〈一ε
                      2

となる・したがって，llんll〈δなら，

     m（（古十ん一B）△（t－3））＜ε

となることが分る．したがって補題22により，この

ようなんに対し，

 1ω（亡一ん）一ω（亡）1

    ＝1m（λ∩（t＋ん一B））一m（λ∩（亡一B））1

    ≦m（（古十トB）△（古一B））＜ε

 ‡‡Xxで集合Xの特性関数をあらわす．

昌

となる．したがって，ω”K（圭，δ）⊆（ω（f）一ε，ω（亡）十ε）

が示せた              一（α、㎞。。．。〕

ω（1）の連離によ1・五、w1が存在する汎ω

の定義とTone11iの定理により，

五、ω（1）加五、五、・λ（・）胴舳

     一五、五、・λ（π）・・一・肋

     一五、・λ（・）（五、・1一・批）あ

     一五、・λ（・）（人（1一・）批）あ

となる．ここで，

だから，

人（ト・）加五、・・（刎）ぬ

五、ω（1）加五、・・（・）伽五、ψ）ぬ

        ＝m（3）・m（λ）〉0

である．特にω（オ‡）≠oとなるボ∈Rwがとれる．

αaim22．1によりωは連続だから，がの近傍σで，

すべてのf∈σに対し，ω（士）≠Oとなるようなものが

存在する。ところが，ω（t）≠0なら，ωの定義から，

m（λ∩（古一3））≠0だから，特にλ∩（亡一B）≠②で

ある．α∈λ∩（古＿B）とすれば，α∈λで，t＿6＝α

となるようなδ∈Bが存在する．つまり，f＝α十6，

α∈λ，b∈Bと書けるから，オ∈λ十Bである．以上

からσ⊆λ十Bとなり，伽オ（λ十B）≠⑫がわかる．

                     口〔定理・・）

 4 RとC上の自己同型写像

 実数体〈R，十，．，o，1〉上の自己同型写像はR上の恒等

写像棚R以外には存在しないことが次の補題から分る：

命題23プ：R→Rが，すべての”，μ∈Rに対し

（1）プ（必十μ）＝プ（”）十プ（μ）ノ

（2）ルV）＝ル）プ（リ）

を満たすとき，プは値。をとる定値関数となる（つま

り，すべての”∈Rに対し，プ（”）＝oとなる）か，あ

るいは，R上の恒等写像プ＝紙となるかのいずれか

である．

証明・ すべての”∈R，⑦≧0に対し，（2）により，

     ア（π）＝ア（（抑）2）＝（ア（凶））2≧0

                中部大学工学部紀要
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である・したがって，（1）により，”，ひ∈Rに対し，

”〈μなら，

 プ（μ）＝プ（”十（μ一π））＝プ（”）十∫（μ一”）≧プ（”）

となるから，プは単調増加であることがわかる．（1）に

よりアは加法的関数だから，定理3により，ある。∈R

で，プ（”）＝C”がすべての”∈Rに対し成り立つよう

なものが存在する．このことと（2）により，

    ・＝プ（1）＝∫（1・1）＝∫（1）プ（1）＝・2

となるから，c＝0または。＝1である．c＝0の場合

にはアは定値関数プ（”）＝oとなり，c＝1の場合には

∫＝姓となる。いずれの場合にも∫が（1）と（2）を

満たすことは明らかである．          口（欄。。〕

系24低は，唯一のくR，十，・，O，1〉上の自己同型写像

である．

証明。 プをくR，十，・，0，1〉上の自己同型写像とすると，

命題23により，プ（”）＝0，またはプ・・〃Rのいずれか

だが，前者はRの自己同型写像ではない．  口（系。。〕

 〈C，十，．，0，1〉 では自己同型に関する状況は

〈R，十，・，O，1〉でとは異なったものになる。

命題25プ：C→Cが連続で，すべてのzo，z1∈Cに
対し，

（1）プ（・o＋・1）＝∫（zo）十∫（・、）1

（2）プ（・。・。）＝ア（・。）プ（・、）

を満たすなら，アは定値関数z→0，恒等写像z→z，

共役写像z→ヲのいずれかである．

証明。 プ：C→Cを連続で，すべてのzo，z1∈Cに

対し上の（1）と（2）を満たすものとする．九：C→R，

プ1：C→Rをそれぞれ，すべてのz∈Cに対し，

   九（・）＝肋（プ（・）），九（・）＝∫m（プ（・））

となるものとして定義する．

（3）    ル）＝プ。（・）十プ。（・）乞

である、仮定により，∫Oと∫1は連続である．Rは位

相加法群としてはR2と同型だから，標準的な同型写

像により∫O，∫1はR2からRへの加法的関数に対応

する．したがって，プ。と∫1の連続性から，定理1に

より，COO，C01，C1o，o11∈Rで，すべての”，μ∈Rに

対し，

（4）九（”十リ5）＝・oo叶・。〃1フユ（”十ψ乞）＝・ユ。叶・〃

となるものが存在する・したがって（3）と（4）を整理

すると，α，6∈Cで，すべてのz∈Cに対し，

（5）     ア（・）＝α・十肪

となるようなものが存在することが分る．”＝μ＝1と

置くと，（5）と（2）により，

  α十6＝プ（1）＝プ（1・1）＝ア（1）プ（1）＝（α十う）2

となるから，

（6）    α十b＝α2＋2α6＋62

となる．同様に”＝μ＝壱に対し，

 一α一6＝ア（一1）＝プ（ガ1）＝プ（1）∫（1）＝（α1－61）2

により，

（7）   一α一トーα2＋2αあ十一62

となる・したがって（6）と（7）から

（8）        αわ＝0

である。よって，（a）α＝b＝0；（b）α＝0，6≠0；（c）

α≠0，6＝0の三つの場合が考えられるが，（a）なら

∫（z）＝0がすべてのz∈Cに対し成り立つ．（b）の場

合には，（5）と（2）から，

 一碗＝プ（1）＝プ（ポ1）＝プ（1）プ（1）＝一61・6＝一う21

となり，う＝1となるから，プ（z）ニラがすべてのz∈C

に対し成り立つ．（c）の場合には，（5）と（2）から，

    α＝プ（1）＝プ（1・1）＝プ（1）プ（1）：α2

となり，α＝1となる．このときにはプ（z）＝zがすべ

ての2∈Cに対し成り立つ．

                    口（欄・・〕

系8とその後の注意と同様に上の命題25から次が帰

結できる：

系26（ZF＋AD）〈C，十，・，0，1〉の自己同型写像はz→

zとz→Σの2つのみである・         日

系27ZF＋“〈C，十，．，0，1〉の自己同型写像はz→z

とz→乏の2つのみである”はZFCと無矛盾等価で

ある、                  ロ

ー方ZFCのもとでは，〈C，十，．，o，1〉の自明でない（つ

まりωCでも共役写像でもないような）自己同型写像

が存在する．

（9）
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定理28選択公理を仮定する．このとき，〈C，十，・，O，1〉

の自明でない自己同型写像が存在する．

以下の補題を用いて，超限帰納法によりCの自明でな

い自己同型写像を構成することができる：

補題29〈4＋，．，0，1〉を〈C，十，．，0，1〉の部分体として，

∫：F→FをFの自己同型写像とする・α∈CをF上

の超越数とするとき，自己同型写像戸：F（α）→F（α）

でプの拡張となっているものがとれる．     □

補題30〈何十，．，0，1〉を〈C，十，．，oナ1〉の部分体として，

プ：F→FをFの自己同型写像とする．このとき，ア

はFの代数的閉包F‡の自己同型写像に拡張すること

ができる．                 口

補題31Q（カ）の自明でない自己同型が存在する．

証明・｛1，カ｝はQ上の線型空間としてのQ（凶）の

基底になるから，Q（凶）の任意の元は1，ψのQ上の

線型結合として一意に表せるが，允：Q（凶）→Q（カ）

を，q，r∈Qに対し，

       九（q＋・凶）＝9一・凶

として定義すると，允は体Q（カ）の自己同型写像と

なっていることが確かめられる．

                    口㈱・・〕

定理28の証明・．κ＝2約として，C＝｛c、：α＜κ｝

とする．α＜κに関する帰納法で，Cの部分体の上昇

列く凡：α＜κ〉と見の自己同型プα：Fα→Fαの上

昇列〈プα：αくκ〉を次のようにとる：

（0）乃＝Q（カ）とし，∫oは補題31の証明でのよう

にとる．

（1）7＜κが極限順序数で，凡，α＜7と∫α，α＜7

がすでに構成できたときには，

     へ＝∪凡，プ、＝∪∫α

        αく7        α＜7

とする．

（2）7＜κが非極限順序数で，7＝α十1のとき，

（a）Cαが見上超越数なら，＾＝Fα（Cα）とし，プ7は

＾の自己同型写像で，∫αを拡張するものとする（こ

れは補題29により可能である）．

（b）cαが見上代数的なら，巧をFαの代数的閉包

として，プ7を易の自己同型写像で，プαを拡張するも

のとする（これは補題30により可能である）．

昌

 （2）（a），（b）により，各α〈κに対し，cα∈九十1だ

から，

          ∪Fα＝C

         αく伶

である．したがって，

          ∫：∪プα

            αくん

はCの自己同型写像となるが，（o）により，

     プ（凶）＝九（カ）＝一力≠凶

だからプは自明でない。         口1定理・・）
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